Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



LES MÉTHODES NOUVELLES 



lil- 1- V 



MÉCANIQUE CÉLESTE 



22961 PARIS. — IMPRIMERIE G Al THIE R- Y I L L ARS, 

Quai di's Graiids-Augustins, 55. 



LES METHODES NOUVELLES 



MÉCANIQUE CÉLESTE 



H. POINCARÉ, 



InTariEuits intégraax. ~ Solutions périodiques da deuxième genre. 
Solutions doublement asymptoti^es. 




PARIS. 
GADTHIER-VILURS, IM PRIME UR-UBR AIRE 

Bl'BBAU DES LUNGlTIiORS, DE l'bcOLB POLÎTECUNigtlE, 
Qu.ii iIvB GniKli-AiisutliDj, bi. 



1 85( >r>H 



» * • • 

« % a • • • 

» • • • • • 









• * 



.".•:•••: 



• • • • 
> • • • * 

• ■ • • 












LES MÉTHODES NOUVELLES 



DE LA 



MÉCANIQUE CÉLESTE. 
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CHAPITRE XXII. 



INVARIANTS INTÉGRAUX. 



Mouvement d'un fluide permanent. 

233. Pour bien faire comprendre l'origine et la portée de la 
notion des invariants intégraux, je crois utile de commencer par 
Fétude d'un exemple particulier emprunté à une application phy- 
sique. 

Considérons un fluide quelconque, et soient u, i^, iv les trois 
composantes de la vitesse de la molécule, qui, à l'instant tj a pour 
coordonnées x, y, z. 

Nous regarderons w, i^, w comme des fonctions de f, ^,y, z et 
nous supposerons que ces fonctions sont données. 

Si a, Vj \v sont indépendants de t et ne dépendent que de x^y 
et 5, on dit que le mouvement du fluide est permanent. Nous 
supposerons que cette condition est remplie. 

La trajectoire d'une molécule quelconque du fluide est alors 
une courbe qui est définie par l'équation difi'érentielle 



(0 


H. P. — III. 


dx dy dz 
u, V w 
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6 CHAPITRE XXII. 

Considérons alors les équations 

OÙ X| , X2, • • . 9 Xn sont des fonctions données de j;i , j:2, . . • , ^;2 ; 
si i^on savait les intégrer, on connaîtrait j:i , X2, . . .jXn^^ fonctions 
de t et de leurs valeurs initiales :rj, :r°, . . ., x^,. Nous pouvons, 
pour conserver le même langage, appeler point M le système de 
valeurs x^, x^^ ..., Xni et point Mo le système de valeurs x\y 

Considérons un ensemble de points Mo formant une variété F© 
et Tensemble des points correspondants M formant une autre 
variété F (*). 

Nous supposerons que F© et F sont des variétés continues à 
p dimensions oii p'^n. 

Considérons alors une intégrale d'ordre p 

(2) ri,\ci(i)y 

où A est une fonction de Xi, X2, . . . , j:« et où dm est le produit 
dep différentielles prises parmi les n différentielles 

Il peut se faire que cette intégrale ait même valeur pour les 
deux variétés F et Fo. Nous dirons alors que c'est un invariant 
intégral. 

Il peut arriver aussi que cette intégrale ait même valeur pour 
les deux variétés F et Fq, mais seulement à la condition que ces 
deux variétés soient fermées. C'est alors un invariant intégral 
par rapport aux variétés fermées. 

On peut encore imaginer d'autres espèces d'invariants inté- 
graux. Supposons, par exemple, que /> = i et que F et Fo se 



(*) Le mot variété est maintenant assez usité pour que je n'aie pas cru néces- 
saire d'en rappeler la définition. On appelle ainsi tout ensemble continu de points 
(ou de système de valeurs) : c'est ainsi que dans l'espace à trois dimensions, une 
surface quelconque est une variété à deux dimensions et une ligne quelconque, 
une variété à une dimension. 
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réduisent à des lignes; il peut arriver que Fintégrale 

/ ( A| dxx -+- A j dxt H- . . . H- A„ dxn ) = /SA/ dxt 

ait même valeur pour F et Fq et soit invariant intégral; mais il 
peut arriver aussi que l'intégrale 



2 B| dxi -f- 2 2 G/A- dxi dx/çy 



Cil les B et les C sont comme les A des fonctions de X\ , x^^ . . . , j:^/i ; 
il peut arriver, dis-je, que cette intégrale ait même valeur pour F 
et Fo et il serait facile d'imaginer d'autres exemples analogues- 
Le nombre/? s'appellera V ordre de V invariant intégral. 



Relations entre les invariants et les intégrales. 
237. Reprenons le système 

é/.r, ^ dx^ _ __ dxn _ - 

\^) "y — ~v — * * * ~~ Y ~~ 

Si l'on savait l'intégrer, on saurait former tous ses invariants inté- 
graux. 

Si en effet l'intégration était effectuée, on pourrait en mettre le 
résultat sous la forme 

(2) ; 

Z = t'^Cny 

C|, C2, • • ., G/i étant des constantes arbitraires, les y et z étant 
des fonctions données des x. 

Changeons de variables en prenant pour variables nouvelles, 
au lieu des x, les y et z. 

Considérons alors un invariant intégral quelconque; cet inva- 
riant devra contenir sous le signe / (qui sera répété p fois si 
l'invariant est d'ordre />), il devra contenir, dis-je, une certaine 
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expression, fonction des x el de leurs différentielles dx. Après le 
changement des variables, cette expression deviendra une fonction 
des y^ de 5, et de leurs différentielles dy et dz. 

Pour passer d*un point de la figure Fq au point correspondant 
de la figure F, il faut, sans changer les y^ changer z en ^ + ^. 
Donc, en passant d^un arc infiniment petit de Fq à Tare corres- 
pondant de F, les différentielles dy et dz ne changent pas (la 
quantité t qu'on ajoute à z est en effet la même pour les deux 
extrémités de Tare); enfin, si Ton considère une figure infiniment 
petite Fq d'un nombre quelconque de dimensions et la figure cor- 
respondante F, un produit d'un nombre (égal à celui des dimen- 
sions de Fo et F) de différentielles dy ou dz ne changera pas non 
plus quand on passera d'une figure à Tautre. 

En résumé, pour qu'une expression soit un invariant intégral, 
il faut et il suffit que z n'y figure pas; les y, les dy et dz 
peuvent y figurer d'une manière quelconque. 

Considérons une expression de même forme que celle que nous 
avons envisagée dans le paragraphe précédent 



(3) Aa^/w, 



cette expression représente une intégrale d'ordre /?, A est une 
fonction de ^i, x^^ • • • , Xny dio est un produit de p différentielles 
prises parmi les n différentielles 

dxiy dx^y •••« dxfim 

Nous voulons savoir si c'est un invariant intégral ; faisant le 
changement de variables indiqué plus haut, l'expression (3) 
deviendra 



r- 



B est une fonction des^ et de ^, e/co'est un produit de/> différen- 
tielles prises parmi les n différentielles 

dy\, dyx, ..., dyn^u dz. 

Pour que l'expression (3) soit un invariant intégral, il faut et il 
suffit que tous les B soient indépendants de z et ne dépendent 
que des^. 



KeprecoQs de 
l'espressioD 



«1 



le numéro précèdent, 



/>/ïï 



:dx} + i'S.Ciiidj;idj:i„ 



\f* B,* et les Cmî.i, ëtanl des fonctions des x. 

Après le cbangemcnl de variables, cette expressioa deviendra 

Ç\/z Bidx',' -,- -2 S Cl.* tU'i tic'* ; 

j'ai posé, pour plus de symétrie dans les notations, 



Pour que l'espression (4) soit un invariant intégral, il l'aul et 
il suffit que tous les B^ el les Q[j, soient indépendants de z et ne 
dépendent que àay. 

Invariants relatifs. 

S38. Nous sommes conduits maintenant à chercher à former 
les invariants intégraux relatifs aux variétés fermées. Supposons 
d'abord p=\ el cherchons quelle est la condition pour que l'inté- 
grale simple 



(0 



AA.t^J-.+ Aj'/j-, - 



hAndx„) 



soit un invariant iulégral par rapport aux lignes fermées. 

Faisons le changement de variables indiqué plus haut, notre 
intégrale deviendra 



y(B,rf^,+ B,rf,.. 



..-> B,_,rf/„_,-i-B„rfE), 



ce que je puis encore écrire, en reprenant la notation plus symé- 
trique de la fin du numéro précédent, 



/- 



Cette intégrale simple, étendue à une variété fermée à une dimen- 
sion, c'esi-à-dire à une ligne fermée, peut être transformée par le 
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ihéorème de Stokes en une intégrale double étendue à une variété 
non fermée à deux dimensions, c'est-à-dire à une surface non fer- 
mée; on a 

(.) /.B,..;.=/2(^/-gf)^,..'.. 

Mais rintégrale du second membre de (2) doit être un invariant 
intégral absolu et non seulement par rapport aux variétés fermées. 
Nous conclurons donc ceci : 

Pour que (i) soit un invariant intégral par rapport aux 
lignes fermées, il faut et il suffit que les binômes 

dx*k ctx'i 
soient tous indépendants de z. 

De même et plus généralement soit 

(3) fl^kdo} 

une expression intégrale d'ordre/?, de même forme d'ailleurs que 
celles qui ont été envisagées dans les numéros précédents ; nous 
voulons savoir si c'est un invariant intégral par rapport aux 
variétés fermées d'ordre p. 

Nous supposons cette intégrale étendue à une variété fermée 
quelconque d'ordre p ; un théorème analogue à celui de Stokes 
nous apprendra alors qu'elle peut être transformée en une inté- 
grale d'ordre p -h i étendue à une variété quelconque, fermée ou 
non, d'ordre /> -h i. L'intégrale transformée s'écrit 

(4) i 'L'Lkài-j— dxkdtii. 

On prend toujours le signe + s\ p est pair et alternativement 
le signe -f- et le signe — si /> est impair. [Je renverrai pour plus 
de détails à mon Mémoire sur les résidus des intégrales doubles 
{Acta Mathematica, tome VIII), et à mon Mémoire du Cahier du 
Centenaire du Journal de V École Polytechnique,^ 

La condition nécessaire et suffisante pour que (3) soit un inva- 



i-iant intégral d'ordre p par rapport aux variétés îevmézi 
que (4) soit un invariant intégral absolu d'ordre/) + i. 



239. Reprenons l'expression (i) du numéro précédent et sup- 
posons que ce soit un invariant relatif, je veux dire un invariant 
intégral par rapport aux lignes fermées. 

Amenons-la à la forme (i £i(ï) par notre changement de variables. 

Soit M, un point de F, 



ses coordonnées (avec les nouvelles var 
Soit M le point correspondant de F 



ibles). 



ses coordonnées. Les B^ seront des fonctions des y et de z, mais 
je mettrai z en évidence, en écrivant B« sous la forme 



Nous aurons alors, si la ligne F^ est fermée, 



ce qui veut dire qu 



(3) 



; I expression 



est une différentielle exacte que je pose égale à rfV; la fonc- 
Ljod V dépendra non seulement des y et de 3, mais encore de (. 
Pour ( = o, elle doit se réduire à une constante. 

Si nous supposons f infiniment petit et que nous appelions B^(3) 
la dérivée de B((;) par rapporl à 3, l'expression (3) se réduit à 

s[/B:i.(s)jrf^... 



(4) 



Z\i\{i)eij^\ 



esl alors une différentielle exacte que je pose égale à rfU. La fonc- 
tion U ainsi définie dépendra des y et de s, mais ne dépendra 
plus de (. Je mettrai encore s en évidence en écrivant V{z); il 
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vient alors 

f{t) étant une fonction arbitraire de t. 

Or U(5) peut être regardé comme la dérivée par rapport à z 
d'une autre fonction W(>5) dépendant aussi des^ et l'on aura 

~W(^-f- = ^(^-4-0. 

Comme d'autre part V 3oit se réduire à une constante pour ^ = o, 
nous conclurons finalement 

V = W(^ -h — W(;;)-H ?(0, 

cp(^) désignant une fonction arbitraire de t seulement que l'on 
pourrait d'ailleurs supposer nulle sans restreindre essentiellement 
la généralité. 
On trouve alors 

Ba(z)=^W(^)-hCa-, 

Ca étant indépendant de Zj de sorte que l'expression (i bis) se 
réduit à 

la première intégrale étant celle d'une différentielle exacte et la 
seconde étant un invariant intégral absolu. 

240. Traitons de même un invariant relatif d'ordre supérieur 
au premier; soit 

cet invariant qui, après le changement de variables, deviendra 

A B dia\ 
L'intégrale 

(i) f^[^(^ -+- 0— B(-5)] rfa)'= J 

devra être nulle quelle que soit la variété fermée d'ordre p à 
laquelle on l'étende. 



|3 

Elle devra donc satisfaire à certaines « conditions d'intt^gra- 
bilité n enslogues à celles qui expriment qu'une diirérenlielle 
totale du premier ordre est une différenlîelle exacte. 

Considérons maintenant une variété V de p dimensions, mais 



insions qui 



non fermée et limitée par une vari(?lé v de p - 
lui servira de frontière. 

L'intégrale (i), étendue à la variété V, ne sera pas nulle, mais si 
on la calcule pour d'autres variétés analogues V^', V", etc., ayant 
même Jrontière v, on trouvera la même valeur, c'est-à-dire que 
la valeur de l'intégrale (i) ne dépend que de la frontière v. 

Elle est égale à une intégrale d'ordre p — i , 



./.c*/ 



étendue à la variété v et où dw" désigne un produit quelconque 
de /> — 1 difTérentielIes pendant que C est une fonction des y, 
de z et de t. 

Cette intégrale (2) est évidemment une fonction de /, dépendant 
en outre de la variété t'. Considérons sa dérivée par rapport à (; 
on aura 

CeLte dérivée, comme le montre sa dernière expression, ne change 
pas quand on j change / en ^ — A et quand, en même temps, on 
transforme V (ou v) en y changeant partout z en z -]- II. 
On en conclut que J est de la forme suivante 

■■J-,y, z. 



D(3) étant une fonction àGX,y, z. 
L'intégrale 



est d'ordre p — t , mais on peut la transformer facilement en une 
intégrale d'ordre /'; il suffit d'appliquer la transformation qui, 
dans le n" 238, nous a permis de passer de l'intégrale (3) à l'inté- 
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grale (4)) et qui est inverse de celle par laquelle, dans le présent 
numéro, nous avons passé de l'intégrale (i) à l'intégrale (2). 

L'intégrale (3), étendue à la variété ç', est donc égale à l'inté- 
grale d'ordre p 

(4) fl.E{z)diù' 

étendue à la variété V. 

Nous dirons, par analogie avec la terminologie consacrée pour 
les intégrales simples, que l'intégrale (4) est une intégrale de 
différentielle exacte. Et en effet : 

I** Elle est nulle pour toute variété fermée; 

2® Elle est réductible à une intégrale d'ordre moindre. 

Cela posé, on aura 

3^ ri,E{Z'ht)do}'— rj:E{z)doi\ 

les intégrales sont étendues à la variété V. 
Mais cette égalité peut encore s'écrire 

rs[B(5 -h 0— E(<2 -h 0] do}'= ri:[B(z)^E{z)] d(jù', 

et elle est vraie pour une variété V quelconque. 
Cela veut dire que 

Cl.[B{z)—E(z)]dui' 

est un invariant intégral absolu. 

Nous arrivons donc au résultat suivant : 

Tout invariant intégral relatif est la somme d'une intégrale 
de différentielle exacte et d'un invariant intégral absolu. 

241. Nous avons vu au n® 238 comment, d'un invariant relatif 
d'ordre/?, on pouvait déduire un invariant absolu d'ordre/? + i. 

Le même procédé est évidemment applicable aux invariants 
absolus, de sorte qu'on pourrait être tenté de l'appliquer de 
proche en proche et de construire successivement des invariants 
d'ordre /? -(- 2, /> -4- 3, .... 

Mais on serait promptement arrêté dans cette voie. 
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Il ; a un cas en effet oit le procédé en question est illusoire, 
c'est celui où l'iovarianl que Ton veut transformer est une inté- 
grale de diffërenlielle exacie. L'invariant intégral auquel con- 
duirait la transformation serait alors identiquement nul. 

Si maintenant on transforme un invariant d'ordre^, on obtient 
un invariant d'ordre p + i, mais cet invariant est une intégrale de 
différenlielle exacte, de sorte que si l'on veut le transformer de 
nouveau, on tombe sur un résultat identiquement nul. 



Relation entre les înrariantB et l'équation aux variations. 
242, Reprenons le système 



Nous pouvons former les équations aux variations 



nspon- 



danics telles qu'elles ont été défiuies au début du Cbapilre IV. 
Pour former ces équations, on change dans les équations (i) 
Xi en x,-t- Si et l'on néglige les carrés des £/; on trouve ainsi le 
système d'équations linéaires 



rfx* 






rfXt 



U- 



11 y a, entre les intégrales des équations (a) et les invariants inté- 
graux des équations (i), un lien intime qu'il est aisé d'apercevoir. 

Soit 

F(E.,S. î„)=cousl.. 

une intégrale quelconque des équations (2). Ce sera une fonction 
homogène par rapport aux ^, et dépendant d'ailleurs des x d'une 
manière quelconque. Je pourrai toujours supposer que celte fonc- 
tion F est homogène de degré 1 par rapport aux Ç; car s'il n'en 
était pas ainsi, je n'aurais qu'à élever F à une puissance conve- 
nable pour trouver une fonction liomogène du degré 1. 
Considérons maintenant l'expression 

(3) 

je dis que c'est 11 



nvariant intégral du système (1). 
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J'observe d'abord que la quantité sous le signe / 

est un infiniment petit du premier ordre, puisque dx^^ dx2^ • • . , 
dxn sont des infiniment petits du premier ordre et que F est 
homogène du premier ordre par rapport à ces quantités. 

L'intégrale simple (3) estxlonc finie. 

Cela posé, supposons d'abord que la figure Fq se réduise à une 
ligne infiniment petite, dont les extrémités aient pour coordonnées 

*^\t ^j) • • • > ^/t> 

L'intégrale (3) se réduira à un seul élément et sera par consé- 
quent égale à 

Cette expression étant une intégrale des équations (2) demeurera 
constante et aura même valeur pour la ligne Fq et pour la ligne F. 

Si maintenant la ligne Fq et par conséquent la ligne F sont finies, 
nous décomposerons la ligne Fq en parties infiniment petites. L'in- 
tégrale (;3), étendue à Tune de ces parties infiniment petites de F©, 
sera égale à l'intégrale (3), étendue à la partie infiniment petite 
correspondante de F. L'intégrale étendue à la ligne Fq tout entière 
sera égale à l'intégrale étendue à la ligne F tout entière. 

Donc rintégrale (3) est un invariant intégral. 

C. Q. F. D. 

Réciproquement, supposons que (3) soit un invariant intégral 
du premier ordre, je dis que 

sera une intégrale des équations (2). 

En eflet, l'intégrale (3) doit être la même pour la ligne Fq et 
pour la ligne F, quelles que soient ces lignes, et en particulier, 
si Fq se réduit à un élément infiniment petit dont les extrémités 
ont pour coordonnées 

xi et Xi -4- Ç/. 
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L'intégrale (3) se réduit alors, comme nous l'avons vu, à 

(4) F($„Ç„ ...,?„). 

Comme l'intégrale est un invariant, cette expression (4) doit être 
constante. 

C'est donc une intégrale des équations (2). c. q. f. d. 

Ainsi, à chaque invariant intégral du premier ordre des équa- 
tions (i) correspond une intégrale des équations (2) et récipro- 
quement. 

213. Voyons maintenant à quoi correspondent les invariants 
d*ordre supérieur au premier. 

Considérons deux solutions particulières quelconques des équa- 
tions (2); soient 

(5) >, f, ., 

\Sli Si» •••» \ni 

ces deux solutions. 

Il peut exister des fonctions 

qui dépendent à la fois des ^/, des Ç/ et des Ç[, et qui, quelles que 
soient les deux solutions choisies, se réduisent à des constantes 
indépendantes du temps. 

En d'autres termes, la fonction F sera une intégrale du svslème 

I d^ _ d\k rf , d\k ., d\k ., 

[ dt '^ dx^^''^ dXt^^ dXn^"' 

auquel satisfont les \i et les Ç[. 

Faisons une hypothèse plus particulière et supposons que F 
soit de la forme 

les A|A étant fonctions des x seulement. 
Je dis alors que l'intégrale double 



J = / 'SékikdXidXfe 



est un invariant intégral des équations (1). 

H. P. - m. 
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Supposons, en effet, que la figure Fq se réduise à un parallélo- 
gramme infiniment petit dont les sommets ont pour coordonnées 
les valeurs pour ^ = o de 

La figure F sera aussi assimilable à un parallélogramme infini- 
ment petit dont les sommets auront pour coordonnées les valeurs 
pour ^= t de 

L'intégrale J se réduira à un seul élément qui aura précisément 
pour valeur 

et, comme cette expression est par hypothèse une intégrale du 
système (6), elle aura même valeur pour les deux figures F et Fq. 

Supposons maintenant que F et Fq soient deux surfaces finies; 
décomposons Fq en parallélogrammes infiniment petits à chacun 
desquels correspondra un parallélogramme élémentaire de F. La 
valeur de J est donc la même pour chaque élément de Fq et pour 
l'élément correspondant de F; elle est donc la même encore pour 
la surface Fq entière et pour la surface F entière. 

L'intégrale J est donc un invariant intégral. c. q. f. d. 

La réciproque se démontrerait comme au numéro précédent. 

244. Le théorème est évidemment général et s'applique aux in- 
variants d'ordre supérieur à deux. Énonçons-le encore pour ceux 
d'ordre trois. Considérons trois solutions particulières des équa- 
tions (2), i„ Ç), Xi\ ces trois solutions devront satisfaire au système 

dt ''^d dxt ^'» 

^'^ ^ dt ~ Zddxi ^'' 

d^k _ V^ dXk .„ 
dt'^Zd dxt ^'' 

Si le système (7) admet une intégrale de la forme 

h \'i fi 
(8) SA/.A./ h Vk Ik 

5/ ?/ fi 
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OU les A sont fonctions des x^ l'intégrale triple 

(9) / I^kikidxidxkdxt 

sera un invariant intégral des équations (i) et réciproquement. 



Transformation des invariants. 

245. Les invariants étant ainsi ramenés aux intégrales de 
Téquation aux variations, on trouve facilement un très grand 
nombre de procédés qui permettent de transformer ces inva- 
riants. 

Si Ton connaît un certain nombre d'invariants intégraux des 
équations 

(0 ^' = X. 

on déduira de chacun d'eux une intégrale des équations aux 
variations 

(^> -dû == Z-d^r'' 

En combinant entre elles ces diverses intégrales, on obtiendra 
une nouvelle intégrale des équations (2), d'où l'on déduira un 
nouvel invariant des équations (i). 

Commençons par étudier le cas des invariants de premier ordre. 

Soient 

un certain nombre d'intégrales des équations (i), ces intégrales 
seront des fonctions des Xi seulement. 
Soient maintenant 

f¥,{dxi), jFt(dxi), ..., jFgidxi), 

q invariants intégraux du premier o rdre de ces mêmes équations ( i ) 
Les fonctions sous le signe / 
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dépendront des Xi et de leurs différentielles dxi. Elles pourront 

dépendre des j:|d^une manière quelconque; mais par rapport aux 

différentielles 

dxi, clx%y ..., dXfit 

elles devront être homogènes et du premier ordre. 

Alors 

F,(î/), F,(Ç,), ..., F^(î,) 

seront des intégrales des équations (2) et seront homogènes et du 
premier ordre par rapport aux Ç/. 
Soit maintenant 

e(*,,*„ ...,<ï»p; F„F„ ..., F^) = 0[*;t, F,], 

une fonction des<ï> et des F, dépendant des 4> d'une manière quel- 
conque, mais homogène et du premier ordre par rapport aux F. 
Alors 

sera une nouvelle intégrale des équations (2); de plus ce sera une 
fonction homogène et du premier ordre par rapport aux Ç/. 
Il en résulte que 



/' 



est un invariant intégral du premier ordre des équations (i). 

On aurait pu arriver tout aussi facilement au même résultat 
en transformant les invariants par le changement des variables 
duno237. 

Par exemple 

''(Fi-+-F,4-...-+-F^) 



/' 



et 



/ 



V/FÎ-+-FÎ-+-...H-F} 



seront des invariants intégraux. 

246. Le même calcul peut s'appliquer aux invariants d'ordre 

plus élevé. 

Soient encore 

*i, *i, ..., 'ïV» 
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p intégrales des équations (i), et 

j ¥x{dxidxk)j j Ff{dxidxk), ..., 1 Fq{dxidxk), 

q invariants intégraux du second ordre. Les F seront des fonctions 
des Xi et des produits de difTérentielIes 

dxf dxk* 

Elles seront homogènes et du premier ordre par rapport à ces 
produits. 
Alors 

seront des intégrales du système (6). 
Si alors 

e[ V F/i 

est une fonction quelconque des 4> et des F, homogène du pre- 
mier ordre par rapport aux F, Texpression 

sera une intégrale des équations (6); elle sera de plus homogène 
et du premier ordre par rapport aux déterminants 

II en résulte que Fintégrale double 



Je[^^, Ffidxidxk)] 



sera un invariant intégral du second ordre des équations (i). 

247. Nous avons ainsi le moyen, connaissant plusieurs inva- 
riants du même ordre, de les combiner de façon à obtenir d'autres 
invariants du même ordre. 

Le même procédé permet, connaissant plusieurs invariants du 
même ordre, d'obtenir de nouveaux invariants d'ordre différent. 

Soient, par exemple. 



j¥,{dxi\ fr.idxi), 



22 CHAPITRE XXII. 

deux invariants intégraux du premier ordre; je suppose, ce qui 
est le cas le plus général, que F| et Fa sont des fonctions linéaires 
et homogènes des différentielles dxi. 
Les expressions 

seront homogènes et du premier ordre par rapport aux \i et ce 
seront des intégrales des équations (2). 

De même 

Fi(?;), F,(Ç'/) 

seront des intégrales des équations (6). 
Il en résulte que 

(10) F,(Ç,)F,(Çi)-F,(Ç^.)F,{{;) 

sera une intégrale du système (6). 

Comme F| et F2 sont linéaires par rapport aux Ç/, on aura 

F,(ï/-i-Ç;)=F,(Ç,)-+-F,(Ç;); F,(?,4-ÇJ) = F,(?,)-+-F,(5J). 

Il en résulte que l'expression (10), qui d'ailleurs change de 
signe quand on permute les \i et les Ç^, ne change pas quand on 
change Ç, en Si-hÇ^. 

Nous en conclurons que cette expression (10) est une fonction 
linéaire et homogène des déterminants 

les coefficients dépendant des x seulement, mais non des i et des Ç'. 

De cette expression (10) on pourra donc déduire un invariant 
intégral du deuxième ordre des équations (i). 

Soient maintenant 



j¥,{dxi\ j¥^{dœidxk), 



deux invariants intégraux des équations (i), le premier du premier 
ordre et le second du deuxième ordre. Je supposerai que F, et F2 
sont des fonctions linéaires et homogènes, la première par rap- 
port aux n différentielles rfx/, la seconde par rapport aux 

produits 

dxt dxic. 
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Les fonctions 

seront des intégrales du système (6). 
L'eiipression 

^ ^ ^ ' F.(r;)F,({/îi-îAî;) 



sera une intégrale du système (7). 

Il est aisé, d'aulre part, de vérifier qu'elle sera linéaire et homo- 
gène par rapport aux déterminants 

;/ Çi Çi 

^ t' t* 

;a- ça a 

S/ î; î; 

On pourra donc en déduire un invariant intégral du troisième 
ordre. 

Soient maintenant 



j¥x{dxidxf,), JV^(dxidxk), 



deux invariants de deuxième ordre des équations (i). 

Nous en déduirons deux intégrales des équations (6), à savoir 

ce que je pourrai écrire, pour abréger, 

F,(«'), F,(5r). 

Alors l'expression 

F,(înF,(rr)-4-F,(rr)F,({r) 
(12) { -+-F,(îr)F,(rT)-^F,(n')F,({r) 

+ Ft(r)F,(rr) + Fi(rr) F^cjn 



sera une intégrale du système obtenu en adjoignant aux équa- 
tions (7) les équations 

dt '^ Zà dxt ^'* 
De plus, ce sera une fonction linéaire et homogène par rapport 
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aux délerminanis formés avec quatre des quantités Ç/ et les quan- 
tités Ç^, Ç|, ÇJ correspondantes. 

Je continue, bien entendu, à supposer que F| et F2 sont homo- 
gènes et linéaires par rapport aux produits dxtdxk' 

On pourra donc déduire de l'expression (12) un invariant inté- 
gral du quatrième ordre. 

Il est à remarquer que cet invariant ne devient pas identique- 
ment nul quand on suppose 

L'expression (12), divisée par 2, se réduit alors à 

D'un invariant du deuxième ordre on peut donc toujours en 
déduire un du quatrième ordre; par le même procédé, on en 
obtiendrait un du sixième ordre; et, plus généralement, on en 
obtiendrait un d'ordre ipi^ip étant un nombre pair quelconque). 

248. Soit, en général, 

deux invariants quelconques des équations (i), le premier 
d'ordre /?, le second d'ordre q. 

Je suppose que F| et F2 soient des fonctions linéaires et homo- 
gènes, la première par rapport aux produits de p différentielles dx^ 
la seconde par rapport aux produits de q différentielles. 

Soient 

Ç< » Cl» • • • » Ç/ > 

p -\- q solutions des équations (2). Ces solutions satisferont au 
système d'équations différentielles 

Soit alors F'^ ce que devient F| quand on y remplace chaque 
produit de p différentielles par le déterminant correspondant 
formé à l'aide des p solutions 

si > si y • • • j Çi • 



Soit de même Fj ce que devient F^ quaoïl on y remplace chaque 
produit de 1/ difTérenticlles par le délerminanl correspoodanl 
formé à l'aide des q solutioDs 



Aloi 



le produit 



S',"- 



ïl"* 



Si"**'. 



sera une intégrale du système {j 3). 

Cela posé, faisons subir au\ p + <] leltres 



une permutation quelconque. Le produit F) F!, deviendra 

et ce sera encore là une intégrale du système {i3). 

Nous alTeclerons ce produit du signe +■ si la permutation con- 
sidérée appartient au groupe alterné, c'est-à-dire si elle se ramène 
â un nombre pair de permutations entre deux lettres. 

Nous afTecteroos, au contraire, le produit du signe — , si laper- 
mutation n'appartient pas au groupe alterné, c'est-à-dire si elle se 
ramène à un nombre impair de permutations entre deux lettres. 

Dans tous les cas, l'expression 



114) 



rF;F; 



sera une intégrale du système (i3). 

Nous avons (/) + 9)! permutations possibles; nous obtiendrons 
Aoac{ p + (j)\ expressions analogues à (1 4). Maïs il n'y en aura que 



qui seront distinctes; car l'expression (i4) ne cliange pas quand 
on permute seulement entre elles les p lettres qui entrent dans F^ 
et entre elles, d'autre part, les q lettres qui entrent dans F^. 

Faisons maintenant la somme de toutes les expressions (i4)' 
Nous aurons encore une intégrale de système (i>i). Mais celte 
intégrale sera linéaire et bomogène par rapport aux déterminants 
d'ordre/» + q que l'on peut former avec les lettres 



51' 



ïi" 



ir""- 
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On pourra donc en déduire un invariant d^ ordre p-^ q des 
équations (i). 

Si p= q et que F| soit identique avec F2, l'invariant ainsi 
obtenu sera identiquement nul si p est impair; mais il n'en sera 
plus de même si p est pair ainsi que je l'ai expliqué à la (in du 
numéro précédent. 

Autres relations entre les inyariants et les intégrales. 

249. Voyons maintenant comment, de la connaissance d'un cer- 
tain nombre d'invariants, on peut déduire celle d'une ou plusieurs 
intégrales. 

Je suppose d'abord que l'on connaisse deux invariants du n'^"*' 
ordre 

/ M dxx dxi . . . dxny 
et 

/ W dxi dxf . . . dxn', 

M' 
où M et M' sont des fonctions des x; je dis que le rapport ^ sera 

une intégrale des équations (i). 

En eil'et, considérons les équations aux variations (2) et soient 

t(t) c(l) ►(«) 

Ç/ » ?<• » •••? Çi » 

n solutions quelconques linéairement indépendantes de ces équa- 
tions. 

Ces n solutions satisferont à un système d'équations différen- 
tielles, analogue aux systèmes (6) et (7), que j'appellerai le sys- 
tèmes. 

Soit A le déterminant formé à l'aide des n^ lettres \f\ Alors 

MA et M'A 

seront des intégrales du système S; il en sera donc de même du 

rapport 

M_' 

M . 

et comme ce rapport ne dépend que des x et pas des Ç, il devra 
être une intégrale des équations (1). 
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On peut démontrer le même résultat d'une autre manière. 
Faisons le changement de variables du n^ 237. Nos deux inva- 
riants intégraux deviendront 



et 



/ MJ dyi dyt . . . dy„_i dz, 



J désignant le jacobien ou déterminant fonctionnel des variables 
anciennes x^y x^^ . . . , j:^ par rapport aux variables nouvelles j^i , 
y^y • • • , yn -ij ^• 

D'après le n° 237, MJ et M'J ne doivent dépendre que de 

yu yu •••» yn-\\ 

M' 
il en est donc de même du rapport -j^ et comme toute fonction 

des^i est une intégrale des équations (i), ce rapport est une inté- 
grale des équations (i). c. q. f. d. 

2o0. On peut varier ce procédé de plusieurs manières. 
Soient, par exemple, 

jFiddxi), J?^{dxi), ..., j¥p{dxt)y 

p invariants linéaires du premier ordre. Supposons que l'on ail 

identiquement 

F, = M,FiH-M3F3-4-...-hMpFp, 

les M| dépendant seulement des x^ et non des différentielles dx. 

Je dis que les M/, si /?^/i + 1 seront des intégrales des équa- 
tions (i). 

En effel, soit A m le coefficient de dxk dans F,-; on devra avoir 

Faisons le changement de variables du n°237; nos invariants 
deviendront 
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Si d'ailleurs on pose 

on devra avoir 

A',.;t=MîA',A-i-M3A'3;i.-4-...-f-M^A;,^.. 

Nous aurons là n équations linéaires d'où nous pourrons tirer 
les M/ pourvu qu e /? ^ /i + i . 

Or, d'après le n" 237, les A|^ ne dépendent que des^ et pas 
de ;3; il en est donc de même des M/ ce qui veut dire que les M/ 
sont des intégrales des équations (i). 

251. Soit maintenant 
une intégrale; il est clair que 

sera un invariant intégral du premier ordre. 
On peut alors se poser la question suivante : 
Considérons un invariant intégral du premier ordre 

/ (Aidxi-{-XidXi-h. . .-+- Xndxn) 

et supposons que la quantité sous le signe / soit une différentielle 

exacte; quelle relation y aura-t-il entre l'intégrale de cette diffé- 
rentielle exacte et les intégrales des équations (i)? 

Pour nous en rendre compte, faisons le changement de variables 
du n° 237; notre invariant deviendra 

fdV =y(B, fiÇri -4- B, é;(xî -+-• • •-+- B«-i ^^n-i -+- G dz). 

Les B et C devront dépendre des j^ mais pas de z. 

Si cette expression dU est une différentielle exacte, la fonc- 
tion U devra donc être de la forme 
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Uo et D| étant des intégrales de Tëquation (i). On aura alors 

Or on a, si l'on revient aux anciennes variables X/, 

dt dx\ dxf dXfi 

Il résulte de là que 

rfU „ dU ^ dV ^ 

d^.^'-^d^.'-^'-^dTn^'' 

est une intégrale des équations (i). Si cette expression est nulle, 
on a 

et U est une intégrale des équations (i). 

252. On pourrait multiplier les exemples de ce genre; je n'en 
citerai plus qu'un seul. 

Considérons un invariant du premier ordre de la forme 

Iv^S B/ dxj -h -2 X C/;t dxi dxk = / /^. 

Soit A le discriminant de la forme quadratique <l>. 
Faisons le changement de variables du n° 237, notre invariant 
deviendra 

r/x b;. dx'i^ -+-'2 2: c; A- dx'i dx'^ = f^\ 

Soit A' le discriminant de la forme quadratique ^'. 

Soit Jle jacobien ou déterminant fonctionnel des x par rapport 



aux x'; on aura 



A'= AJ«. 



D'ailleurs A' sera manifestement (comme les B' et les C), une 
intégrale des équations (i). 

Soit, maintenant, un invariant du n**"® ordre 



/ M dx\ dx\ . . . dxfi. 



3o CHAPITRE WII. 

Après le changement de variables du n° 237, il deviendra 



/ 



MJ dx\ dx'j^ . . . dx',^^ 



et MJ devra être une intégrale des équations (i). 
J'en conclus que 

c'est-à-dire 

doit être une intégrale des équations (i). 



Changements de yariables. 

253. Quand on change d'une manière quelconque les va- 
riables Xi sans toucher à la variable /, qui représente le temps, on 
n'a qu'à appliquer aux invariants intégraux les règles ordinaires 
du changement de variables dans les intégrales définies simples 
ou multiples. C'est ce que nous avons déjà fait plusieurs fois. 

Mais quand on change la variable /, la difficulté est plus grande. 
Il aurait même semblé a priori que cette transformation ne dût 
conduire à aucun résultat. 

Et en effet : considérons le système 

, dxi dx^ dxn 

(Ij al ^= -^rr— = --, — =...= — — . 

Al Aj A« 

Introduisons une nouvelle variable /| définie par la relation 

dt _ 

Z étant une fonction donnée de Xx , x^y • • • , x,,. 
Le système (i) deviendra 

Supposons que les valeurs initiales j^J, xîj, . . ., xj représentent 
les coordonnées d'un certain point Mq de l'espace à n dimensions. 



Si le mouvement de ce poinl esl di^Hni par les équations (i), 
ï représenlanl le temps, ce pot ol sera, àlVpoquef ^=1, venu en M, 

Si le mouvement esl au contraire défini par les équations (a), 
/, représentant le temps, le point M^ sera, à l'époque 'i ^= t, venu 
en M'. 

Considérons maintenant une figure F^ occupée à l'instant ïéro 
par dilTérenls points M^. 

Si le mouvement et la déformation de cette figure sont définis 
par les équations (i), elle sera, à l'époque i ^ t, devenue une 
figure nouvelle F. 

Si le mou veraen test défini par les équations (a), la figure Fu sera, 
a l'époque (, ^^ i, devenue une figure nouvelle F' différente de F. 

Et non seulement F' sera différente de F, mais elle ne coïncidera 
pas non plus, en général, avec une des positions occupées par F 
à «ne époque diU'érente de l'époque ( =; t. 

Il semble donc que l'on ait profondément altéré les données du 
problème et l'on ne doit pas s'attendre à ce que des invariants 
de (i) on puisse déduire ceux de (2). 

C'est cependant ce qui arrive pour les invariants d'ordre n. 

Faisons le changement de variables du n" 237; le système (i) 
deviendra 

et le s_ystéme (a) 

Z doit alors Être supposé exprimé en fonctions des_^ et de z. 
Posons alors 



^AÎ• 



l'intégration se faisant par rapport à : (tes _/ étant regardés comme 
des constantes), et à partir d'une origine quelconque pouvant 
dépendre des_>'. 

Le sjrstème (a) deviendra 

et aura même forme que (1 /fis). 
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Soit alors 

/ M dx\ dxi . . . dxn, 

un invariant d^ordre n des équations (i); par le changement de 
variables du n° 237, il deviendra 



/ M J dy^ dyt . . . dyn-i dz, 



J étant le jacobien des x par rapport aux j/" et à 5, MJ devra être 
une fonction des^. 
Alors 

j MJ dyx dyi . . . d/n^i dzi 

sera un invariant des équations (2 ter)] 

MJ 



y -^ dyidyt . . . dy„-i di 



sera un invariant des équations (2 bis), et enfin 



/ -y dx\ dxi . . . dx,t 



sera un invariant des équations (2). 

Remarques diyerses. 

!2o3 bis. Considérons un système d'équations différentielles 

(1) dxi^Xidt, 
et leurs équations aux variations 

(2) t/Ç/ = S/t//. 

Supposons que les équations (i) admettent un invariant intégral 
du premier ordre 

J^\idxi\ 
l'expression SA/Ç/ sera une intégrale des équations (2). 
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D'autre part, ces équations (2) admettront pour solution 

c étant une constante inGniment petite quelconque. 
En effet, soit 

une solution quelconque des équations (i); si s est une constante 
très petite, 

sera encore une solution des équations (i), et 

?/ = ?/(« + s)- o,(0 = £ -^ = sX/ 

sera une solution des équations (2). 
Il résulte de là que 

doit être une constante. 

Donc SA|X| est une intégrale des équations (i). 
Supposons maintenant que les équations (i) admettent un inva- 
riant intégral du second ordre 

1 / ^\,{f(dxidxfe. 
Alors 

sera une intégrale des équations (2) et des équations (2 bis) que 
Ton en déduit en changeant les ç/ en i^. 
Faisons-y 

ç; = £X,, 

c étant une constante. Cela est permis, car $^=£X| est une 
solution de (2 bis). 
Alors 

sera une intégrale de (2); ce qui montre que 

/ 2Aa(X^6^/ — X/ctrjt) 

est un invariant intégral du premier ordre des équations (i). 
il. P. - III. 3 
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Ce procédé permet donc de trouver un invariant d'ordre n — i , 
quand on en connaît un d^ordre ai; le procédé peut quelquefois 
être illusoire parce que l'invariant ainsi trouvé peut être identi- 
quement nul. 

Envisageons maintenant un invariant de la forme suivante 



r^{\i-htBi)dxi, 



où A( et B/ sont des fonctions des x; nous rencontrerons dans la 

suite des invariants de cette forme. 

Alors 

2:(A/-+-fB/)5/ 

sera une intégrale des équations (2); il en résulte que 

2:(A/H-«B/)X/ 
doit être une constante. 

Soit, pour abréger, 

<ï> = 2A/X/; <ï>,= 2B/X/, 
l'expression 

doit être une constante, ce qui entraîne la condition 



ou 



bien 






d^ ,. . . V^ rf*i 



Les X|, les A/, les B/ sont des fonctions des x. Il en est donc 
de même de 

L'iden tilé (3 ne peut donc avoir lieu que si l'on a identiquement 

et 

2 si ^'-^ *'=<'• 



La première de ces relalions nou! 
grale des équations (i). 

233 ter. Soit 



apprend qti 



■t, est une inlé- 



une iuti'^rale des l'quations (a); la fonction * doil être une forme, 
e'esl-â-dirc un polynôme entier et homogène par rapporl aim Ç,, 
donl les coeflicients dépendent d'ailleurs des a-,- d'une façon qnel- 
conque. 

Soil m le degré de ce polynôme. L'expression 



/v* 



(oi*! <!>' n'est autre chose que ■& où le$ %( ont été remplacés par les 
difTérenlielles dx^), celle expression, dis-je, sera un invariaot 
ÎDlégral des équations (i). 

Cela posé, soit I un invariant quelconque de la forme 4. 

F'utsons le changement de variables du n° 237. les équations (i) 
deviendront 



et, si l'on désigne par tijcI Ç les variations de/, et ;, les équations 
BUS variations de (i bis) se réduirout à 



Avec ces nouvelles variables, t deviendra une foi-me *oi entière, 
homogène et de degré m par rapport aux ti; et à Xj les coefficients 
peuvent Otre des fonctions quelconques des y,-, maïs d'après le 
itiéorème du n" 237, puisque nous avons afFaire à un invariant 
intégral, ces coefficients ne peuvent pas dt-'pcndre de z. 

l^s Xi sont des fonctions àe.% y et de z, et l'on en déduit entre 
les variations les relations suivantes 



fi) 



£,= 






Les \ sont doue des fonctions linéaires des ï| et de I^ el le déterr 
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nant de ces équations linéaires (4) n'est autre chose que le jaco- 
bien des x par rapport a j^ et à ^, jacobien que j'appelle J. 

On passe ainsi de la forme <I> à la forme <I>o par la substitution 
linéaire (4) dont le déterminant est J. 

Soit lo rinvariant de <ï>o q"i correspond à l'invariant I de <ï>; on 
aura 

p étant le degré de l'invariant. 

Mais lo est une fonction des coefficients de <I>o et, par consé- 
quent, une fonction des ^v, indépendante de z\ c'est donc une 
intégrale des équations (i). 

Soit M le dernier multiplicateur des équations (i) de telle façon 
que Ton ait 



2 



= O 



dxi 

et que 

M rfj7i dx^ . . . dxn 



f' 



soit un invariant intégral d'ordre n. 

Nous avons vu au n" 252 que MJ sera une intégrale des équa- 
tions (i). Donc 

Io(MJ)/' = IiM/' 

sera une intégrale des équations (i). A chaque invariant de la 
forme <I> correspond donc une intégrale de ces équations. 

Soit maintenant C un covariant de la forme <^, de degré/? par 
rapport aux coefficients de ^ cl q par rapport aux variables Ç. 

Si Co est le covariant correspondant de 4>o, on aura 

G= GoJ/'. 

Les coefficients de Co sont des fonctions des coefficients de <ï>o« 
ils sont donc indépendants de z; il en est de même de ceux de 

Donc CM^ est une intégrale des équations (2); donc 



fvum>, 
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OÙ C n'est autre chose que C où tes £/ ont été remplacés par rfx,, 
est un invariant intégral des équations (i). 

Voilà donc un moyen de former un grand nombre d'invariants 
iot^gruux; le cas particulier où p est nul (c'est-à-dire le cas des 
invariants on covariants dits a(jsolits) mérite d'attirer l'altcnlion: 
si C, par exemple, est un covarianL absolu de <t, 



/(/c 



sera un invariant intégral des équations (i). Un peut donc former 
un nouvel invariant intégral sans connaître le dernier multipltca- 
leur M. 

Le même procédé s'applique aux invariants intégraux d'ordre 
supérieur. Soit, par exemple, un invariant intégral du second ordre 



/'- 



A cet invariant intégral se raltitche la forme bilinéaire 

({ai est une intégrale des équations (2) et (2 bis). 

Tout invariant ou covartant de cette forme, midtiplié par une 
puissance convenable de M, sera une intégrale des équations (2), 
(3 bis) et donnera, par conséquent, naissance fk nn nouvel inva- 
riant intégral. 

De même, si l'on a un système d'invariants intégraux, on en 
déduira un sjsième de formes analogues à ^ et qui seront des 
intégrales des équations (a), {2 bis). A tout invariant de ce sys- 
tème de formes correspondra une intégrale des équations (1); ù 
tout covuriant de ce sjstême de formes correspondra un invariant 
intégral des équations (i). 

Soient, par exemple, F et F, deux formes quadratiques par 
rapport aux Ç; F' ei F', ce qu'elles deviennent quand ou y rem- 
place les Ci par les difTérentielles dxj. Supposons que F et F) 
soient des intégrales de (a) et que, par conséquent, 



f^,f^. 



iilsi[iCégrauKlB(i). 
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Considérons la forme 

F — XFi 

où X est une indélerniinée. En écrivant que le discriminant de 
cette forme est nul, nous obtiendrons une équation algébrique de 
degré n en \ dont les n racines seront évidemment des invariants 
absolus du système de formes F, Fi . Ce seront donc des intégrales 
des équations (i). 

Mais ce n'est pas tout; soient Xi, Xj, . . . , \n ces racines, F et 
Yx pourront se mettre sous la forme 

F = X,AîH- XîA|-f-.. .-+- X^AJ, 
F,= Aî-t- A|-h...-i- AJ, 

Ai, Aa, ..., A,i étant des formes linéaires que Ton peut déter- 
miner par des opérations purement algébriques. 

Ai, Aa, . . . , A;, peuvent être regardés comme des covariants de 
degré zéro du système F, Fi, de sorte que 

/ -^i » / ^ii • • • » / -"/» 

sont des invariants intégraux des équations (i), si Ton désigne 
par A^ ce que devient A/ quand on y remplace les Ç/ par les diffé- 
rentielles dxi. 

Il y aurait exception pourtant si l'équation en X avait des 
racines multiples. Si, par exemple, )h était égal à Xj, on ne pour- 
rait plus affirmer que 

/a;, /a; 

sont des invariants intégraux, mais seulement que 



/v/ÂV 



Ai* 



est un invariant intégral. 
Soient maintenant 



/ 2 kik dxt dxky I S Bik dxi dxk, 



deux invariants intégraux du second ordre. Les deux formes 
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bî linéaires 

seront des intégrales de (2) et (a bis). 

Le cas le plus intéressant est celui où n est pair; soit donc 
n = 2/n. 

Considérons la forme 

et égalons son déterminant à o. Nous aurons une équation algé- 
brique en X de degré /i = am; mais le premier membre de cette 
équation est un carré parfait, de sorte qu'elle se réduit à une 
équation d'ordre m. Les m racines 



Aj, Àj, • • • » A 



m 



seront, pour la même raison que plus haut, des intégrales des 
équations (i). 

Maintenant 4> et 4>4 pourront se mettre sous la forme 



I = m 



* = ^h{PtQ.'i-(ltP'i) 



t — i 



*i = s(p,q;.-q,p;) 

les P| et les Q/ étant 2m polynômes linéaires par rapport aux Ç; 
et les P^ et les Q^ étant les mêmes polynômes où les ^m ont été 
remplacés par les Ç'. 
Alors les expressions 

seront des covarianls du système ^, ^j et par conséquent des 
intégrales de (2), (2 bis) auxquelles correspondront des inva- 
riants intégraux. 

11 y aurait exception si l'équation en X avait des racines 
multiples. ^ 

Si l'on avait, par exemple, 

Xi = X, 
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on ne pourrait plus aflirmer que les deux expressions 

PiQ'i-P'iQi, P«Qi-P;Q. 

sont des intégrales de (2), (2 bis) mais seulement que leur somme 

PiQ;-p'iQi-+-p.q;-p;Qî 

est une intégrale de (2), (2 bis). 
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Emploi du dernier multiplicateur. 

254. Il y a d'abord un invariant intégrai qui se forme très aisé- 
ment quand on connaît le dernier multiplicateur des équations 
différentielles. 

Soient 

dxi __ (ixi _ _ dxn _ 

y\) Y — Y — *'* — V — ' 

nos équations différentielles. 

Supposons qu'il existe une fonction M de oti, x^t ..-, Xn et 
telle que l'on ait identiquement 

rf(MX,) , ^(MXî) , rf(MX„) 

-f- ; =0. 



dx\ dx^ ' ' dXfi 

Cette fonction M est ce que l'on appelle le dernier multipli- 
cateur. 

Je dis alors que l'intégrale d'ordre n 



'I 



M dx\^ dx% . . . dxn 

est un invariant intégral. Supposons, en effet, que l'on ait intégré 
les équations (i), en exprimant ^i, J^a^ . . ., :r/i en fonctions de t 
et de n constantes d'intégration 

l'intégrale J deviendra 



J =z j M \dai da^ . . . doi„y 
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A élaDt le jacobien ou déterminant fonctionnel des x par rapport 
aux a; on aura alors 






dt -J ' 



dt 



0) 



D'autre pari, 



dt "^^ dt^^~dt' 



A = 



dxi dxi dxn 

dai d%i ddx 



Je n'écris que la première ligne de ce déterminant; les autres s'en 
déduiraient en changeant a, en a2, a3, . . . , a«. 

dS. 
Donc li-\- dt -r- devra être le jacobien des 

dx ' 
Xi -H dt —f^ = Xi 4- X/ dt 
dt 

par rapport aux a-, ce sera le produit du jacobien des Xi par rap- 
port aux a, c'est-à-dire de A, par le jacobien des ^/ + X,rf/ par 
rapport aux Xi que j'appellerai D ; j'écris 

A-+-rf^ -r- = A.D. 

dt 

Or, le jacobien D est facile à former; les éléments de la diagonale 
principale sont finis, celui qui appartient à la /'^™® ligne et à la 
jièmc colonne s'écrit 

d\i 



i-hdt 



dxi 



Les autres éléments sont infiniment petits; celui qui appartient à 
la i*^"*' ligne et à la Â*^^*"* colonne {i^k) s'écrit 

dt -7—^. 
dxk 

Il résulte de là qu'en négligeant les termes de l'ordre de dt^^ 
on aura 
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d'où 



On en conclut 



dt 



2 dKi 
dxt 



dt 



d^\ 



d\ 



\i 



ASX,^-..ASM^; = A^-^--=o, 



dxi 



2 



d(MXi) 



d'où enfin 



dJi 
dt 



= 0. 



G. Q. F. D. 



Équations de la Dynamique. 



235. Dans le cas des équations de la Dynamique, il est aisé de 
former un grand nombre d'invariants intégraux. Nous avons 
appris, en effet, aux n°' 06 et suivants, à former un certain nombre 
d'intégrales de l'équation aux variations et nous avons appris dans 
le Chapitre précédent comment on peut en déduire des invariants 
intégraux. 

Une première intégrale (équation 3, t. I, p. 167) est la suivante 

T^i Ji — J 1 TQi -^ Vî 5î — Ç'j ^/t -+-••• = const. 
L'invariant intégral qu'on en déduit est le suivant 

J,= I (dxidyi-h dxidyi-i-, . .-+- dx„yn)- 

Il est du deuxième ordre et fort important pour ce qui va suivre. 
Un peu plus loin (toujours p. 167, t. I), j'obtiens une seconde 
intégrale que j'écris 



î/ 


i'i 


1} 


«7 




1< 






r.7 

hm 


— const 

• 


nk 


^* 


r,l 







L'invariant intégral que j'en déduis est du quatrième ordre et 
s'écrit 



J, = / 2 dxidytdxkdyk' 
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La sommalion indiquée par le signe S s'étend aux ^ ~" ^ com- 
binaisons des indices / et A^ 
De même, l'intégrale 



Ji=z I I,dxi dyi dxk dfk dxi dyi. 



y I .• »*^ 1 n{n — \)(n — 9.) !•• 1 

OU la sommation s étend aux jr combinaisons des 

trois indices /, À* et /, sera encore un invariant, et ainsi de suite. 

Nous obtenons ainsi n invariants intégraux si nous avons 
n paires de variables conjuguées; Tun de ces invariants i^ sera du 
second ordre, l'autre Ja du quatrième, l'autre Js du sixième, . . . , 
et le dernier J„ d'ordre in. 

Mais il ne faudrait pas croire que ces invariants sont tous dis- 
tincts. A la fin du n** 247, j'ai dit, en effet, qu'on peut toujours, 
d'un invariant du deuxième ordre, en déduire un du quatrième 
ordre, un du sixième et ainsi de suite. Les invariants Ji , J29 • • > J« 
que je viens de définir ne sont autre chose que ceux que l'on peut 
déduire ainsi du premier d'entre eux. 

Ces invariants peuvent se rattaclier à un autre ordre de consi- 
dérations; au commencement de la page 169, tome I, j'ai montré 
comment on pouvait déduire le théorème de Poisson de l'inté- 
grale (3) de la page 167, ou, ce qui revient au même, de l'invariant 
intégral i^ . 

En opérant de môme sur l'invariant J2, on trouverait un théo- 
rème analogue à celui de Poisson. 

Soient 

4>, *,, *j, *3, 

quatre intégrales des équations de la Dynamique. 
Soit 

le jacobîen de ces quatre intégrales par rapport à 

^i^ yu ^ky yk' 

L'expression 

OÙ la sommation s'étend à toutes les combinaisons des indices {, k, 
sera encore une intégrale. 
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On arriverait à un théorème analogue en partant de l'un quel- 
conque des invariants J3, J», ...,!«. 

Mais, d'après la remarque que je viens de faire à l'instant, tous 
ces théorèmes ne sont pas réellement distincts de celui de Poisson. 

Cependant, parmi tous ces invariants, il y en a un auquel il 
convient d'attacher une grande importance, c'est le dernier 
d'entre eux 

K= I dxi dyx dxt dy^ . . . dxn dyn. 

On aurait pu l'obtenir par le procédé du numéro précédent; on 
sait, en effet, que les équations de la Dynamique admettent pour 
dernier multiplicateur l'unité. 

256. Je suppose, maintenant, que les x désignent les coor- 
données rectangulaires de n points dans l'espace, et je reprends 
les notations de la page 169 du Tome L 

Nous avons trouvé, page 170, l'intégrale suivante des équations 
aux variations 

^ m JUdx^ 

L'invariant intégral correspondant s'écrit 

De même, à l'intégrale 

léT^li = COnSt. 

correspond l'invariant 
à l'intégrale 

^ii^Wr.u—yuUi — ^U-rai^ynUù^ const. 

correspond l'invariant 

I ^{xudyu—yu dxu — xu dyu-^yu dxu)- 

Mais tous ces invariants ne présentent pas grand intérêt puisqu'on 
peut les déduire immédiatement des intégrales des forces vives, 
du centre de gravité et des aires. 
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Il n'en est pas de même du suivant qui existe lorsque la fonc- 
tion V est homogène par rapport aux x. 

Nous avons vu, au n** 56, que si V est homogène de degré — i , 
les équations aux variations admettent pour intégrale 

OU, en supprimant les indices, 

Plus généralement, si V est homogène d'ordre /?, on obtiendrait, 
par le même procédé, l'intégrale suivante 

d'où l'invariant intégral 

invariant qui est d'une nature toute particulière puisqu'il dépend 
du temps. 

La seconde intégrale peut s'écrire 

c'est donc une intégrale de différentielle exacte; et il est aisé de 
voir que 

n'est autre chose que la constante des forces vives que j'appel- 
lerai C. 

L'invariant J est du premier ordre; c'est donc une intégrale 
prise le long d'un arc de courbe quelconque. Soient donc C© et C| 
les valeurs de la constante des forces vives aux deux extrémités 
de cet arc. 

Cet arc n'est autre chose que la figure que nous appelions F© 
dans le Chapitre précédent; quand cette figure se déforme pour 
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devenir F, comme je l'ai expliqué au Chapitre précédent, Co et C| 
ne varieront pas. 

Il résulte de cela que nous aurons 

L'intégrale 

/ I.{2xdy — pydx) 

n'est donc pas constante quand la figure F (qui se réduit ici à un 
arc de courbe) se déforme; mais ses variations sont propor- 
tionnelles au temps. 

L'intégrale est constante, si les deux extrémités de l'arc corres- 
pondent à une même valeur de la constante des forces vives. 

Elle l'est encore, en particulier, si l'arc de courbe est fermé . 
Cette intégrale est donc ce que j'ai appelé, dans le Chapitre pré- 
cédent, un invariant relatif. 

Mais, si l'on suppose l'arc de courbe fermé, on peut ajouter 

sous le signe / une différentielle exacte quelconque sans changer 
la valeur de l'intégrale; ajouter, par exemple, 

Y.{x dy -\-y dx)^ 

avec un coefficient constant quelconque. 
Ainsi les intégrales 

/ I^y dx, I I,x dy 

sont aussi des invariants relatifs. 

Nous avons vu, au n'^âSS, que d'un invariant relatif du premier 
ordre on peut toujours déduire un invariant absolu du second 
ordre. L'invariant du second ordre que l'on obtient ainsi n'est 
autre chose que 

Ji= / 2 dxdy^ 

que nous avons étudié plus haut. 
Il est un cas où l'expression 

I,{2xdy — py dx)j 
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qui figure sous le signe / , devient une différentielle exacte. C'est 

celui où p= — a, ce qui arriverait si l'attraction, au lieu de suivre 
la loi de Newton, s'exerçait en raison inverse du cube de la dis- 
tance. Alors 

I,{^x dy — py dx ) = 2 2 xy. 



/■■ 



'^ixy est donc un polynôme du premier degré par rapport au 

temps, et comme 

dx d 

-^ dt dt ' 

Texpresslon Sm^^ ^vj^ mj polynôme du second degré par rapport 

au temps. 

C'est le résultat auquel est parvenu Jacobi au début de ses Vor~ 

lesungen. 

Mais, en général, 

'^.{ix dy — py dx) 

n'est pas une différentielle exacte. 

Dans le cas particulier de l'attraction newtonienne, notre inva- 
riant prend la forme 



/ 



2(2a7^7-4-^ûfar)— 3/(G,— Co). 



t3 



Les invariants intégraux et les exposants caractéristiques* 

237. On peut se demander s'il existe d'autres invariants inlé- 
raux algébriques que ceux que nous venons de former. 

On pourrait appliquer, soit la méthode de Bruns, soit celle dont 
j'ai fait usage aux Chapitres IV et V; en effet, les invariants inté- 
graux correspondent, comme nous l'avons vu, aux intégrales des 
équations aux variations et l'on pourrait appliquer à ces équations 
les mêmes procédés qu'aux équations du mouvement elles-mêmes. 

Mais il vaut peut-être mieux modifier ces procédés, au moins 
dans la forme. 

Soit un système quelconque d'équations différentielles 



INVARIANTS. 



et leurs t'ouations a 
(a) 






Clierclions J'abord les invarianis intégraux du premier ordre 
de la forme 



(3) 



Anirfj-i + n 



,rfa-,+...H.B„(/j„l. 



où l'expression sous le signe / csl linéaire par rapport au\ diffé- 
reotielles dx, el où les B sont fonctions algébriques des x. 

Ces invariants correspondent aux intégrales linéaires des équa- 
tions (a). 

Quelles sont donc les conditions pour «jue les équations {-j.) 
admettent des intégrales linéaires par rapport aux Ç et algébriques 
par rapport aux xi 

Supposons que l'on donne aux x des valeurs qui correspondent 
à une solution périodique de période T. Alors les coefficients 
des équations (a) seront des fonctions connues de / qui seront 
périodiques et de période T et l'on en tirera la solution générale 
des équations (a) sous la forme suivante 



(4) 



l^i-A^eïi'^,-,* 



les '{'(.A étant des fuDclions périodiques de (, les a* seront les 
exposants caractéristiques el les A,^ des constantes d'intégration. 
Nous pourrons ensuite résoudre les équations linéaires (4) piir 
rapport ans inconnues A*e"'' et nous trouverons 



■ 5) 



s de/. 



les 6i,* étant des fonctions périod 

Il Y aura donc, entre les 5. " relations de la forme (5) et il a y 
en aura d'ailleurs pos d'autres. 

Si les équations (i) el (a) admettent q intégrales distinctes 
linéaires par rapport aux \ et algébriques par rapport aux x, il 
pourra se faire que quelques-unes de ces q intégrales cessent 
d'élre distinctes quand on y remplace les x par les valeurs qui 
correspondent à une des solutions périodiques des équations (i). 
H. P. - 111. 4 
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Comment cela pourra-t-il se faire? 
Soient 

H/ = B,/$,-f-B,/$î-i-...-r-Brt/Çrt = const. (e = i, 2, ..., y) 

ces q intégrales linéaires, où les B seront des fonctions algé- 
briques des X et qui correspondront à q invariants intégraux 
de la forme (3). 

Elles sont distinctes, c'est-à-dire qu'il n'y a pas entre elles de 
relations identiques de la forme 

(6) p, H, -t- pjH, -+-. . .4- p^H^ = o, 

où les coefficients ^ sont des constantes el qu'il n'y en a pas non 
plus de la forme 

(6 his) i};,H,H-<^iH,-H...-h4/^H7 = o, 

les ^ étant des intégrales des équations (i). 

Est-il possible alors qu'il y ait entre elles une relation de la 
forme 

(6 ter) «piHj-+- «pjHj -i-. . .-+- cpyHy = o, 

les cp étant fonctions quelconques des x seulement. D'après le 
n° 230, si une pareille relation avait lieu, les rapports des fonc- 
tions 'f devraient être des intégrales des équations (i). 
Nous aurions donc 

2i = 2l = = ^, 

les ^ étant des intégrales et par conséquent 

+1 Hi -i- 4/, Hj -i- . . . -i- ij/^ H^ = o, 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Il ne peut donc pas y avoir entre les H/ de relation identique 
de la forme (6 ter). 

Mais si l'on donnait aux. x les valeurs qui correspondent à une 
solution particulière périodique ou non, il pourrait arriver que 
le premier membre de (6) s'annulât identiquement. Il arriverait 
alors que l'équation (6), qui n'est pas satisfaite identiquement 



FORMATION I>ES INVARUXTS. 5| 

ffuels que soient les x, le serait quand on remplacerait les x par 
(les fonclioDS convenablement choisies de f, à savoir par celles 
de ces l'onclions qui correspondent à une solution particulière. 

J'appellerai singulière toute solution particulière pour laquelle 
cetle circonstance se produira. 

Cela postf, deux cas peuvent se pr<^^enler. 

Ou bien les solutions périodiques des équations (i) sont toutes 
singulières. 

Ou bien elles ne sont pas toutes singuliùres. 

358. Considérons une solution singulière S. 
Soit 

d'où 

Biçi-t- B,5,-i-...-*- B,î„= p,H,-(-3,ir,-K..,-t-p,n,,. 

Comme la relation (6) n'est pas identiquement vérifiée on n'a 
pas idenLÎquemcnt 



(7) 



Ri = B,= 



mais comme la relation (li) doit être vérifiée par la solution S, 
ces relations (j) {qui d'après nos hypothèses sont algébriques) 
devront être satisfaites pour les valeurs des x qui correspondent 
à la solution S. 
Soit maintenant 
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Nous (ormerons donc successivement les relations (7), (7 bis), 
(■]ier), etc. et nous nous arrêterons quand nous serons arrivés à 
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un système de relations qui ne seront que des conséquences de 
celles qui auront été précédemment formées. 

Les relations (7), (7 6/5), (7 ter)y etc. seront algébriques 
d'après nos hypothèses, et leur ensemble formera ce que j'ai 
appelé au n° 11 un système de relations invariantes. 

Si donc un système d'équations différentielles admet une solu- 
tion périodique singulière, il admettra un système de relations 
invariantes algébriques. 

Il est probable que le problème des trois corps n'admet pas de 
relations invariantes algébriques autres que celles qui sont déjà 
connues. Je ne suis pas toutefois encore en mesure de le démon- 
trer. 

Cela posé, supposons que nous ayons plusieurs solutions sin- 
gulières ; pour chacune d'entre elles on devra avoir 

(8) Pi B/. j-+-p,B/., -+-... -+-p^B/.^ = o. 

Seulement les constantes ^ pourront ne pas être les mêmes pour 
deux solutions singulières différentes. Il n'est donc pas évident 
que ces deux solutions singulières devront satisfaire à un même 
système de relations invariantes. C'est cependant ce qui arrive 
ainsi que nous allons le démontrer. 

Supposons, pour fixer les idées, y = 4 ; la suite des raisonne- 
ments serait la même dans le cas de ^r >• 4« Considérons les n rela- 
tions 

(17) ?|B/i-+-PïBrt-h?3B/3-Hp4BA = o (1 = 1, 2, ..., n). 

Formons le Tableau T des /^n coefficients B; tous les déter- 
minants formés à l'aide de quatre colonnes de ce Tableau devront 

être nuls. 

S'ils ne le sont pas identiquement, nous trouverons ainsi une 
ou plusieurs relations auxquelles devront satisfaire toutes les 
solutions singulières, où entreront seulement les x et où n'entre- 
ront pas les indéterminées ^. 

S'ils le sont identiquement, considérons trois des relations (17), 

nous en déduirons 

M, _ M, _ M, _ ivn 

P, " Pi ■" P, " P* ' 
les M étant des mineurs du premier ordre du Tableau T. 
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<r8) 



M, H, + M, H,+ Ma tlj + Mt Hk : 



Cette relation (iS) devra élre identique, car le coefficient de Ça 
est un des ciélerminaats du Tableau T <jue je suppose identique- 
ment nuls. 

Nous aurions donc là une relalioa de la forme (6 1er), ce qui 
est contraire à notre hypothèse, à moins que Ton n'admette que 
lous les M ne soient identiquement nuls. 

Si tous les mineurs du premier ordre du Tableau T sont iden- 
liquement nuls, formons les mineurs du second ordre. 

Soient M',, M^, Mj trois de ces mineurs obtenus en prenant 
dans le Tableau trois colonnes quelconques et en y supprimant 
les lignes i et ^ pour Mj, a et 4 pour M^, 3 et 4 pour Mj. 

11 viendra 

( ig) M'i H, + Mi H,+ m; H, = o. 

Cette relation doit même être identique; car le coefficient de Ç* 
dans le premier membre est un des mineurs du premier ordre 
de T que je suppose tous identiquement nuls. 

Ce serait donc encore une relation de la forme (6 ter), à moins 
que l'on ne suppose que tous les miaeurs du second ordre M' ne 
soient identiquement nuls. 

S'il en est ainsi, îl viendra identiquement 

B(,H,-BnII, = o. 

ce qui est encore une relation de la forme (6 ter). 

Il ne peut donc arriver que tous les déterminants du Tableau T 
s'annulent identiquement. Nous aurons donc au moins une rela- 
tion (et, par conséquent, un système de relations invariantes), à 
laquelle toutes les solutions singulières des équations (i) devront 
satisfaire. 

On pourrait conclure immédiatement que toutes les solutions 
des équations (i) ne peuvent être singulières. 

Mais ce n'est pas tout; nous pouvons élargir notre définition 
des solutions singulières. 

Nous venons de définir les solutions singulières par rapport à 
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q intégrales H^- des équations (2) linéaires par rapport aux ^ et 
correspondant à q invariants (linéaires et du premier ordre) des 
équations (i). 

Nous pourrions définir absolument de la même manière les 
solutions singulières par rapport à q intégrales quelconques 



Hi, H,, ..., H 



9 



des équations (2) et des équations (2 bis) obtenues en remplaçant 
les Ç par les Ç'. 

Ces intégrales devront être homogènes et de même ordre, tant 
par rapport aux Ç que par rapport aux Ç'; ce seront des polynômes 
entiers par rapport à ces variables ; mais elles ne seront pas for- 
cément linéaires par rapport aux Ç; elles pourront donc corres- 
pondre à des invariants intégraux d'ordre supérieur, ou à des 
invariants intégraux du premier ordre, mais non linéaires. 

De plus, ces intégrales devront être distinctes, c'est-à-dire 
qu'elles ne devront pas satisfaire identiquement à une relation 
de la forme (6), (6 bis) ou (6 ter). 

Je dirai alors qu'une solution particulière S est singulière si, 
pour les valeurs de x qui correspondent à cette solution, une 
relation (6) est satisfaite. 

Nous aurons alors 

Aa étant un monôme formé par le produit d'un certain nombre 
de facteurs Çi, $2» • • • j Çw? 5'n $1? • • •> $« élevés à une puissance 
convenable, et les }ik.i étant des fonctions algébriques des x. 
Nous poserons d'ailleurs, comme plus haut, 

et nous n*aurons rien à changer aux raisonnements qui précèdent. 
Nous arriverons à la même conclusion. 

Toutes les solutions singulières par rapport aux q intégrales H/ 
satisfont à un même système de relations invariantes algébriques. 

Ces résultats sont encore vrais si l'on envisage des intégrales 
de la forme suivante 

H/=B,./$i-+-B,./Ç,-t- hB„./Ç„-4-B„+i./^$i-4-Brt+,.,^{,-f-...-+-B,„./fî„. 
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La définllioQ des solutions sioguliéres, par rapport à ces inlé- 
^ales, sera encore la même et ces solutions sioguliéres satisferont 
à UD iDcme sjslème de relations invariantes algébriques. 

On n'aurait qu'à répéter la démonstriition qui précède sans y 
rien clianger. Seulement, les coeriicients des quantités B*./ qui 
joueraient dans cette démonstration le même râle que les ^i pour- 
raient être soit des Ç,, soit des produits de Ç,- et de |j, soit des 
produits de la forme C^,-. 

2a9. Je ne veux pas entrer ici dans le détail des raisons qui me 
font regarder comme vraisemblable que, dans le cas du problème 
des trois corps, toutes les solutions périodiques ne peuvent pas 
être singulières. 

Cela m'en traînerait beaucoup trop loin démon sujet; j'y revien- 
drai plus tard ; mais en attendant, je vais provisoirement admettre 
cette proposition en faisant seulement observer combien il est 
peu probable que toutes les solutions périodiques du problème 
des trois corps satisfassent à un système de relations invariantes, 
ce qui serait nécessaire d'après le num<^ro précédent pour qu'elles 
pussent être singulières. Reprenons les notations et le numérotage 
d'équations du n" 257. 

Si les équations (i) et (a) admettent q intégrales distinctes 
linéaires par rapport aux Ç et algébriques par rapport aux X, ces 
g intégrales ne cesseront pas d'être distinctes quand on y rempla- 
cera les or par les valeurs qui correspondent à une solution pério- 
dique non singulière. 

En écrivant que ces g intégrales sont des constantes, et rem- 
plaçant dans les équations ainsi obtenues les x par les valeurs 
correspondant à une solution périodique, on obtiendra g équa- 
tions de la forme (5), mais où l'exposant an, sera nul. Ces g équa- 
tions devront donc figurer parmi les équations (5). Donc pour 
giie les ér/uations (i) admettent g invariants intégraux dis- 
tincts linéaires par rapport aux x, il faut que, pour toute 
solution périodique non singulière, g des exposants caracté- 
ristiques a* soient nuls. 

Clierclions maintenant les invariants intégraux de la forme 
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Ces invariants correspondront aux intégrales des équations (i) 
et (2) qui sont quadratiques par rapport aux Ç. A l'invariant (7), 
correspondra, en effet, l'intégrale 

F({/)= const. 

qui devra être quadratique par rapport aux Ç et algébrique par 
rapport aux x. Remplaçons dans cette équation les x par les 
valeurs qui correspondent à une solution périodique non singu- 
lière; il viendra 

(8) F*(Ç/)= const., 

où F* est un polynôme quadratique homogène par rapport aux Ç, 
dont les coefficients sont des fonctions périodiques de t. 

Toutes les équations delà forme (8) doivent pouvoir se déduire 
des équations (5) et cela de 1^ manière suivante : 

Dans le cas d'un problème de Dynamique et, en particulier, 
dans le cas du problème des trois corps, nous avons vu que les 
exposants caractéristiques sont deux à deux égaux et de signe 
contraire. Nous pouvons donc grouper les équations (5) par 
couples; soient 

{S ter) BAC-a*'=S,Ç/0;;t. 

En multipliant l'une par l'autre les équations (5 bis) et (5 ^er), on 
obtiendra une équation de la forme (8), et toutes les équations de 
la forme (8) devront être des combinaisons linéaires des équations 
ainsi obtenues. 

Si donc on suppose que les équations (i) ont la forme canonique 
des équations de la Dynamique et qu'elles contiennent /> couples 
de variables conjuguées, nous aurons p couples d'équations ana- 
logues à (5 bis) et (5 ter^ et, par conséquent, pour chaque solu- 
tion périodique, il y aura p équations de la forme (8) linéairement 
indépendantes. 

Parmi ces p équations et parmi leurs combinaisons linéaires, 
choisissons-en une; soit F*(Ç/); opérons de même pour toutes 
les autres solutions périodiques; nous aurons alors un certain 
polynôme F*(Ç/), homogène et du deuxième degré par rapport 
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aux S, et donl les coefficienU seronl des fonctiocs des x définies 
seulement pour les valeurs de x qui correspondent à une solution 
périodique. 

Il reste à savoir si le choix peut éirc fait, de telle façon que les 
coefficients de F* soient des fonctions algébriques des a:, ou même 
des fonctions continues des x. Je pose le problème sans chercher 
pour le moment à le résoudre. 

Cherchons mainlenaiil les invariants du deuxième ordre, c'esl- 
à-dire ceux qui oui la forme d'une intégrale double 



!.h 



où F est une fonclion liDéaire des produits dx,dxi, (les coefli- 
cicDts de celle fonclion linéaire étant bien entendu des fonctions 
des x). Ces invariants du second ordre auront la signiGcation 
suivante : 

Reprenons les équations (i) et (a) (nous conserverons toujours 
le numérotage du n" 257) et formons en outre les équations 



igues à (5) et que 



' ' dl ZàdTi^'- 

Elles nous conduiront à des équations 
j'écrirai 

Elles ne différeront d'ailleurs des équations (5) que parce que les 
lettres ^ sont accentuées. 

Les invariants du second ordre correspondront alors, d'après 
le Chapitre précédent, à celles des intégrales de (i), (a) et (a a) 
qui sont linéaires par rapport aux déterminants 



ï/U-5*îl, 



et algébriques par rapport a 
Soit 



une de ces intégrales ; si l'on y remplace les x par les valeurs qui 
correspondent à une solution périodique, on obtiendra une équa- 
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tion de la forme 

(9) F*(î/Çi-î;tr^) = consi., 

où F* sera une fonction linéaire par rapport aux. déterminants 

et dont les coefficients seront des fonctions périodiques de t. 

Voici maintenant comment on pourra former toutes les relations 
de la forme (9) relatives à une solution périodique donnée. 

Dans le cas des équations de la Dynamique, les équations (5 a) 
se répartissent en couples comme les équations (5); soit 

(5a bis) Ai.e«*'--=2:5;0,A, 

{5a ter) Bi.e-«»' = 25;0;,. 

un de ces couples; multiplions (5a bis) par (5 ter), (5a ter) 
par (5 bis) et retranchons; nous obtiendrons une équation de la 
forme (9). Chaque couple d'équations nous en donnera une, et 
toutes les autres équations de la forme (9) ne seront que des 
combinaisons linéaires de celles qu^on peut ainsi former. 

Parmi toutes les équations de la forme (9) ainsi obtenues t 
choisissons-en une^ opérons de même pour toutes les autres solu- 
tions périodiques^ nous aurons alors une relation 

dont le premier membre sera une fonction linéaire des déter- 
minants; les coefficients de cette fonction linéaire seront des 
fonctions des x définies seulement pour les valeurs des x qui cor- 
respondent à une solution périodique. 

Il reste à savoir si le choix peut être fait de façon que ces coef- 
ficients soient des fonctions algébriques ou même des fonctions 
continues des x. 

Revenons maintenant aux invariants du premier ordre linéaires. 
D'après le n° 29, la forme des équations (4) et par conséquent 
celle des équations (5) se trouve modifiée quand deux ou plusieurs 
des exposants caractéristiques deviennent égaux. 

Si, par exemple, neuf de ces exposants sont égaux à zéro, on 
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pourra écrire les équations (5 ) correspondantes sous la forme 

P* désignant un polynôme entier par rappori à t, ajanlpour coel- 
(îcients (les conslanles. 

Ces polynômes sont de deg^rc q — i au plus; et, pour pnîciser 
davantage, ces poljuomcs sont au nombre de y ; le premier se 
réduit â une constante, le second est de degré un an plus, le troi- 
sième de degré deux au plus, et ainsi de suite, et enGn, le der- 
DÏer de degré q — i au plus. 

Dans le cas où le degré de ce dernier polynôme atteint son 
maximum et est égal k q — i, l'avant-dcrnier polynôme est la 
dérivée du dernier, le q — i' la dérivée du q — i' et ainsi de 
suite. 

Dans tous les cas, on peul répartir les q polynômes en plu- 
sieurs groupes; dans chaque groupe, le premier polynôme se 
réduit à une constante et chacun d'eux est la dérivée du suivant. 

Pour qu'il existe p invariants intégraux linéaires, il ne suffit 
donc pas que p des exposants caractéristiques soient nuls; il faut 
encore que /> des polynômes P^se réduisent à des constantes (on, 
ce qui revient au même, que ces polynômes se répartissent au 
moins en p groupes). 

Quelle est alors, au point de vue qui nous occupe, 1b signifi- 
cation des équations (lu) où Pjt ne se réduit pas à une constante? 

Nous avons au n" 216 défini un invariant intégral dont le rûlc 
est très important. Gel invariant est de la forme 



P^'f'' 



F et F, étant des fonctions algébriques par rapport ans x, el 
linéaires par rapport aux diffère miellés dx. 

Un pareil invariant correspond» une intégrale des équations (2) 
de ta forme suivante 



où F el F, sont des fonctions algébriques par rapport aux x et 
linéaires par rapport aux \. 

Si dans cette intégrale, je remplace les x par les valeurs qui 
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correspondent à une solution périodique, il viendra 
(lï) F*-+- rFÏ = const., 

où F* et F* sont des fonctions linéaires par rapport aux Ç dont 
les coefficients sont des fonctions périodiques de t. 

Voici maintenant comment on peut obtenir toutes les relations 
de la forme (i i) en partant des équations (lo). 

Considérons deux polynômes P^, le premier se réduisant à une 
constante, et le second étant du premier degré, le premier étant la 
dérivée du second. Les équations (lo) correspondantes s'écriront 

(10 ter) A,-f.A,^ = SÇ,0;, 

les 6,- et les ♦)', étant périodiques en t\ on en déduit 

25,0;— /25^ô/ = const., 

ce qui est une relation de la forme (i 1). 

Remarquons encore que Téquation (10 bis), élevée au carré, 
nous fournit une relation de la forme (8) et que des équa- 
tions (10 bis) et (10 ter) on peut déduire une relation de la 
forme (9), à savoir 

(sî,ô/)(2ç;.o;.)-(vt;.6,;(vç^ô;) = const. 

260. Appliquons ce qui précède au Problème des trois Corps, 
et cherchons quel peut être pour ce Problème le nombre maximum 
des invariants intégraux des diverses sortes étudiées dans le numéro 
précédent; à savoir: 

Première sorte : invariants linéaires par rapport aux différen- 
tielles dx\ 

Deuxième sorte : invariants où la fonction sous le signe / est 

la racine carrée d'un polynôme du second degré par rapport aux 
différentielles des x; 

Troisième sorte : invariants du second ordre, linéaires par rap- 
port aux produits de différentielles dxidxk\ 

Quatrième sorte : invariants de la forme considérée à la fin du 



r.-l 



iim^ro pr^c<îdcnt, c'est-à-dire de la forme 



/-'>■ 



Ces diverses sortes d'invariants correspocdenl aux diverses 
sortes d'intégrales des équations (a) et (2 a), à savoir: 

Première aorte : intégrales linéaires par rapport aux Ç; 

Deuxième sorte : intégrales quadratiques par rapport aux 5; 

Troisième sorte : intégrales linc^aircs par rapport aux déter- 
minants Ç,îi— Ç*5;; 

Quatrième sorte : intégrales de la forme 
F + iF,. 
F et F, étant linéaires par rapport aux 5- 

Nous pouvons regardercomme extrêmement vraisemblaljle que 
toutes les solutions périodiques du Problème des trois Corps ne 
sont pas singulières. 

Dans le Problème des trois Corps, le nombre des degrés de 
liberté est sis; le nombre des exposants caraclérisliques est 
douze; d'après ce que nous avons vu au n" 78, il j en a six et six 
seulement qui s'annulent; les six autres sont deux à deux égaux 
et de signe contraire. Il y a donc six équations de la forme {10) 
et sis polynômes Pj dont quatre de degré léro et deux de degré un. 
Ou bien encore il y a trois couples d'équations de la forme{5 6i'j), 
( 5 le/'), quatre équations de la forme (lo bis), deux équations de 
la forme (lO ter). 

Voyons donc comliien il y aura au plus d'invariants de chaque 
sorte indépendanis. 

Je précise ce que j'entends par là; je ne regarderai pas comme 
indépendants n invariants de la première sorte 

/"'■ /"■ /"- 

ou n invariants de la seconde sorte 

J/K. pK. .... JJK. 

ou n invariants de la troisième sorte 

fh' 11^ SI'- 
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OU n invariants de la qualrième sorte 

quand il y aura entre F|, F2, . . . , F^ une relation identique de 

la forme 

*, F| -H «ï>iF, -f- . . . -4- *^ F„ = o, 

4>|, <[>2î • • «1 ^« élant des intégrales des équations (i). 

Il est clair d^abord qu'il ne pourra pas y avoir plus de quatre 
invariants de la première sorte, autant que d'équations (10 bis). 
Ces quatre invariants sont déjà connus. 

Il ne pourra pas y avoir plus de treize invariants de la seconde 
sorte, dont trois proviendraient des trois couples d'équations de 
la forme (5 his\ (5 ter) et les dix autres s'obtiendraient à l'aide 
des carrés des quatre équations (10 bis) et de leurs produits deux 
à deux. Ces dix derniers existent réellement; mais ils ne sont pas 
indépendants des quatre invariants de la première sorte puisqu'on 
peut les en déduire par le procédé du n** 245. Il pourrait donc y 
avoir trois invariants nouveaux. 

Il ne pourra pas y avoir plus de onze invariants de la troisième 
sorte dont trois proviendraient des trois couples d'équations de 
la forme (5 bis) (5 ter)\ six s'obtiendraient en combinant deux à 
deux les quatre équations (10 bis)\ deux en combinant les deux 
équations (10 ter) avec l'équation (10 bis) correspondante. 

Sept de ces invariants sont connus; l'un est l'invariant J| du 
n^ 255, les six autres sont ceux qu'on déduit des quatre équa- 
tions (lo 6/5), mais ils ne peuvent pas être regardés comme indé- 
pendants des quatre invariants de la première sorte puisqu'on 
peut les en déduire par le procédé du n** 247. 

Il pourrait donc y avoir quatre invariants nouveaux de la troi- 
sième sorte. 

Enfin il ne peut pas y avoir plus de deux invariants de la qua- 
trième sorte, autant que d'équations (10 ter). 

L'un de ces invariants est connu, c'est celui du n® 256; il 
pourrait encore y avoir un invariant nouveau. 

Il est probable que ces invariants nouveaux, dont la discussion 
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pr^cédpnte n'exclut pas la possibilili^, n'exislenl pas; mais pour 
le démonlrer, il faudrait recourir à d'autres procédés, par exemple 
à des procédés aaalog-ues à la mi^lhode de Bruns. 



Emploi des variables këplërieimes. 

261. L'invariant de ta quatrième sorte du n" 256 peul encore 
iilre mis sous une autre forme. 

Soit un système quelconque d'équations canoniques 



(I) 






di 






Considérons l'intégrale suivante prise le long d'un arc de courbe 
quelconque 

Supposons que l'on écrive les équations de l'arc de courbe le long 
duquel on intègre en exprimant les x et les y en fonction d'un 
paramétre a et que les valeurs de ce paramètre qui correspondent 
aux eslrt-inités de l'arc soient «„ et ï,. L'intégrale J sera éf^ale à 



-.n-^]'"- 



Supposons que nous considérions notre arc de courbe comme la 
figure F du Chapitre précédent qui varie avec le temps et se réduit 
k F» pour / =o. 

Alors les x, les_y et les fonctions des x et des y, telles que F, 

__, __, . .. seront des fonctions de a et de /. 
(ir dy 

Il viendra 
ou 

en intégrant par parties 
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Or 

V— 5^ \— — '^ — 

jLà dy dx JUL dx c/x ~ di.^ 
donc 

(^) -dt-v-'^^-diU.: 

Si nous supposons que F soit homogène de degré p par rapport 
aux x^ il viendra 

Soit alors C la constante des forces vives de telle sorte que 
l'équation des forces vives s'écrive 

F = C. 

Soient Co et d les valeurs de celle constante qui correspondent 
à ao et à ai ; il viendra 

(3) ^=(»-/>)(G,-Gu). 

Donc J n'est pas un invariant proprement dit; mais sa dérivée, 
par rapport au temps, est constante et, pour nous servir de l'ex- 
pression définie au numéro précédent, c'est un invariant de la 
quatrième sorte. 

262. Supposons maintenant que F présente une autre sorle 
d'homogénéité. 

Partageons les couples de variables conjuguées en deux classes, 
et désignons, par xi^ yi les couples de variables conjuguées de la 
première classe, par x'i^y\ les couples de variables conjuguées de 
la seconde classe. 

Je suppose que F soit homogène d'ordre/? par rapport aux Xi^ 
aux {x\Y et aux (^|)^, de telle sorte que l'on ait 

Posons alors 

J = Ç\l.{xdy) -h i I.(x'dy^ydx')\ 



ou 
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"l>t-'A'''i-ym'"- 



d'où 



ot. 



dt ~J yZàdt d%'^ i2d\ dt d% dt d% )\ 

OU 

dt ~J yZàdy di'^ i2à \dx' di. "^ dy di )\ ^"^ 

/Tv ^ ^^ \ ^( , d d¥ , d dFW. 

ou, en intégrant par parties, 

dl_r^'^/dFdx dFdy dF dx^ dF dy'\ 
dt ~ J^^ 2à\dx d% '^ dy doi'^ dx' d^ "*" dy' d% ) 

ou 

ou enfin 

§=(i~/>)(C,-Co), 

ce qui montre que J est encore un invariant de la quatrième sorte. 

263. Appliquons ce qui précède au problème des trois corps 
et voyons ce que devient l'invariant du n® 256 avec les diverses 
variables choisies. 

Au n^ 11, nous avons pris comme variables 

PL, pG, pe, p'L', p'G', p'e', 
/, g, 0, i\ s\ 0'. 

F est homogène de degré — a par rapport aux variables de la 
première série : donc 

ApCL rf/ -f- G rf^ -+- e rf6) 4- p'(L'6fr-+- G'rf^'-+- e'cfO')] -4- 3/(C, — Go) 

sera un invariant. 

H. P. - III. 5 
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La même homogénéité subsiste si Ton prend pour variables, 

comme au n^ 12, 

A, H, Z, A', H', Z', 

X, hy î, X', h\ Ç'. 
Donc 

A A ^ ^ n rfA -+- Z é/ç -4- A'ca'-H n'dh'-¥- z'dx;) -r- 3r( Ci— Co) 

sera un invariant. 

Si l'on prend comme variables {voir n® 12) 

A. A', $, Ç', />, /?', 
^) ^'» ';» tq'i ^. ^'» 

la fonction F sera homogène de degré — a par rapport aux A, 
aux Ç, aux y), aux/> et aux ^. 
Il en résulte que 

fl>(i\ d[k^\dr, — r,d\-\-pdq — q dp)-h 6^( Ci — Go) 

est un invariant. 

Le signe S signifie qu'on doit ajouter à chaque terme celui qu'on 
en déduit en accentuant les lettres. Ainsi 

Si enfin, nous prenons les variables des n°* 131 et 137 

A, A : T/, 

X, X'; j/, 

nous verrons de même que 

l[2\d\-^2X'dX''\'I.{'Zid7i—9id'Zi)]-^6e(Ci'-'Co) 
sera un invariant de la quatrième sorte. 



Remarque sur rinyariant du n** 256. 

26-i. Au n^ 2oU, nous avons envisagé le cas où les x désignent 
les coordonnées de n points de l'espace et où les équations de la 
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Dynamique prennent la forme 

V étant homogène de degré/? par rapport aux x. 
Nous avons vu que dans ce cas 

J = I I,(2X dy -h py dx) -{-{ p — i)t (Cl— Co) 

est un invariant de la quatrième sorte. 

Deux cas particuliers méritent quelque attention. Supposons 

/? = 2, 

il vient alors 



J = ?. I I,{xdy — y cte) 



et J est un invariant de la première sorte. 

C'est ce qui arrive en particulier quand on suppose plusieurs 
points matériels s'attirant en raison directe de la distance. La 
vérification est alors fort aisée. 

On a, en efiet, dans ce cas, 

a? = A cosX^ -h B sin^ 
et 

y = — mXA sinX^ -h mXB cosX/, 

X étant une constante absolue pendant que Â et h sont des con- 
stantes d'intégration qui sont d'ailleurs différentes pour les diffé- 
rents couples de variables conjuguées. Il vient alors 

dx = cosX^rfA -+- sin'ktdBy 

dy = — mX sinX^ dX -H mX cosX^ rfB, 

d'où 

xdy — y dx = /nX(AûfB — B dA). 

ce qui montre que 

J =2X fl,m{AdB — BdX) 

est bien un invariant puisque le temps en a disparu et que les 

constantes d'intégration et leurs différentielles y figurent seules. 

Soit maintenant /> = — 2; c'est un cas qui est réalisé en parti- 
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culier quand plusieurs points matériels s^attirent en raison inverse 
du cube des distances. 
L'invariant J devient alors 

J = 2 Cz{x dy -^ y dx)— ^t{Cx — Cq). 

Mais la quantité sous le signe / est la différentielle exacte de 
l'expression 

de sorte que si l'on désigne par Sq et S| les valeurs de S corres- 
pondant aux deux extrémités de l'arc d'intégration, il viendra 

J =(2S, — 4G,0-t-(îiSo — 4C0/). 

Si nous supposons en particulier que l'une des extrémités de l'arc 
d'intégration corresponde à une situation particulière du système 
où les n points matériels sont en repos et à une très grande distance 
les uns des autres; les forces mutuelles seront très petites de sorte 
que les vitesses de ces points matériels resteront très longtemps 
très petites et les distances très grandes. Il en résulte que Co sera 
nul, ainsi que Sq, aussi bien pour toutes les valeurs de t que pour 
/ = o et il restera 

J = 2S, — 4G1/. 

On aura donc 

S = 2G;-f-B, 

B étant une nouvelle constante, et C celle des forces vives ; ou bien 

^xy = 2Gr-f-B, 



ou 



ou, en intégrant^ 



dx 
l.mx -r- =2G«-f-B, 
dt 



2^ = C^« + B^4-A, 



A étant une troisième constante. 

C'est le résultat obtenu par Jacobi au début de ses Vorle- 
sungen uber Dynamik, 



FOBMATION DIB INVARIANTS. 



Cas du problème réduit. 



265. On peut reprendre la question qne nous avons liiiîtce au 
n" â60, en prenant des problèmes se mllachaot au problème des 
Irois corps, mais un peu simplifiés. 

J'envisagerai d'abord ce que j'appellerai le problème restreint, 
r'esl-à-dirc le problème du n" 9 où deux masses décrivent des 
circonférences concentriques pendant que la troisième masse infi- 
niment petite se meut dans le plan de ces deux circonférences. 

Le nombre des degrés de liberté est alors deux; il y a un couple 
de la forme (5 bis), (5 ter), une équation (lo bis) et une équa- 
tion (, o (e/){c/. n» 239). 

Nous pourrons donc avoir au plus un invariant de la première 
sorte, déjà connu, deux invariants de la deuxième sorte, dont un 
connu, deus invariants de la troisième sorte, dont un connu, un 
invariant de la quatrième sorte, déjà connu. 

Nous pourrons également considérer le problème /j/t/n, c'est- 
à-dire le problème des trois corps se mouvant dans un même 

l^nlln, nous pouvons supposer que Ton ait réduit le nombre 
des degrés de liberté par le procédé du n" 16; soit dans le cas du 
problème général ; on arrivera alors à ce que j'appellerai le pro- 
blème général réduit; soit dans le cas du problème plan; on 
arrivera alors à ce que j'appellerai le problème /?/a/< réduit. 

La discussion à laquelle on sérail conduit dans ces différents 
cas peut se résumer dans le Tableau suivant : 
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Nombre des degrés de liberté. 

Nombre des couples (5 bis)j 
(5 ter) 

Nombre des équations {lo bis). 

Nombre des équations (lo ter). 

Nombre maximum des inva- 
riants possibles : 

Première sorte 

Deuxième sorte 

Troisième sorte 

Quatrième sorte 

Nombre maximum des inva- 
riants nouveaux possibles : 

Première sorte 

Deuxième sorle 

Troisième sorte 

Quatrième sorte 



PROBLÈMES 



I 

2 
2 
I 



O 
I 
I 

O 



RESTREINT. 


PLAN. 


2 


4 


1 


2 


I 


2 


I 


2 



2 

5 
5 

2 




2 
3 



GENERAL. 



3 

4 
2 



4 

i3 
II 

2 



O 

3 

4 

I 



PLAN 
RÉDUIT. 



2 
I 
I 



I 
3 
3 
1 



O 
2 
2 
O 



GÉNÉRAL 
RÉDUIT. 

4 

3 
I 
I 



4 
4 



o 
3 
3 
o 



HASTS liNTKGRAUX. 
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USAGE DES INVARIANTS INTÉGRAUX. 



Procédés de vériâcatîon. 

â66. Dans le Tome 11 nous avoQS exposé difTérenls procédés 
pour trouver des séries qui satisfont formellemeat aux éqiiatioDS 
du problème des trois Corps. Comme ces séries peuvent avoir unu 
grande importance pratique et qu'on ne les obtient qu'au prix de 
calculs longs et difficiles, tous les moyens que l'on peut trouver 
de vérilier ces calculs peuvent être précieux; la considération des 
invariants iulégraux nous en fournit un qui n'est pas sans intérêt. 

Appelons 3;,(/=i, 2, 3, 4i 3, 6) les coordonnées des deux 
planètes (qui doivent être rapportées, comme nous l'avons dit 
au n" H et comme nous l'avons toujours fait depuis, la première 
au Soleil, la seconde au centre de gravité de la première et du 
Soleil); appelons, d'autre part, y,* les composantes de leurs 
quantités de mouvement; ces quantités x, et yi peuvent être 
développées en séries de la manière suivante : 

Rappelons les résultats des Chapitres XIV et XV, et en parti- 
culier ceux du n" 135. Dans ces Chapitres, au lieu des douze 
variables xt et yi que je viens de déGnlr, nous avons employé, 
pour délînir les positions des deux planètes, douze autres variables 



introduit en outre s 



Wl. 



K autres constantes d'intégration 

Xa. Ai, j/,". j;», 
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el nous avons vu alors que Ton peut satisfaire aux équations du 
mouvement de la manière suivante. 
Les quantités 

A, A', Xi— (V,, X; — cv,, J/, T/ 

sont développables suivant les puissances de [jl et des x'i , Chaque 
terme est périodique par rapport aux w et aux w' el dépend en 
outre des deux constantes d'intégration Aq et AJ,. 

Les constantes /?/ et n\ sont développables suivant les puissances 
de (JL et des jr',® et dépendent en outre de Aq el AJ^. 

Les xsi et les xs^ sont six constantes dMntégration. 

Enfin 

Aé/Xn- A'ca;-H2(j/r/T, 

est une difTérentielle exacte lorsqu'on y remplace les douze 
variables A, X, o- et t par leurs développements et que dans ces 
développements on regarde les kv et les kv' comme six variables 
indépendantes et les six quantités Ao, AJ,, x'^ comme des con- 
stantes. 

Nos quantités xt eXyt que je viens de définir s'expriment aisé- 
ment à l'aide des douze variables A, \ o- et t. 

On conclura que xi et yi peuvent être développés en séries 

procédant suivant les puissances de \k et des x'I^ ainsi que suivant 

les cosinus et les sinus des multiples des w et des (v'; chaque 

coefficient dépendant en outre de A el AJ,. 

De plus l'expression 

2 Xi dyt 

sera une différentielle exacte si Ton regarde les kv et les w^ comme 
six variables indépendantes et Aq, AJ,, x'^ comme des constantes. 

Les séries ainsi obtenues, il est à peine besoin de le rappeler, 
ne sont pas convergentes; elles n'ont de valeur qu'au point de 
vue du calcul formel, ce qui leur donne cependant une certaine 
utilité pratique, comme je l'ai expliqué au Chapitre VIIL 

Néanmoins si l'on substitue ces développements aux j;/ et 
aux yi dans l'expression d'un invariant intégral, le résultat de 
celte substitution devra encore, au moins au point de vue formel, 
satisfaire aux conditions auxquelles doit satisfaire un invariant 
intégral, et c'est ce qui va me fournir le procédé de vérification 
sur lequel je désire attirer l'attention. 
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267. Nous avons vu plus haut que 
(i) I Z(ixdy-\-ydx)—3t{ci — Co) 

esl un invariant intégral. 

Nous allons, pour nous servir de cet invariant, faire un change- 
ment de variables analogue à celui du n** 237. 

Posons, pour plus de sjmétrie dans les notations, 

^i = W/-»-! ( * = I, 2, 3, 4)j n'i = n/4.j, TU/ = 0/4-5, 

Nous avons vu que l'on pouvait développer les x et les ^ en 
séries dépendant des w, des tv', de Ao, A^ et des x'-^; c'est-à-dire, 
avec nos nouvelles notations, des iVi et des Ç/(/= i? 2, 3, 4> 5, 6). 

Nous pouvons alors prendre pour variables nouvelles les Ç/ et 
les W| et alors les équations différentielles du mouvement pren- 
dront la forme 

(■2) ^ = ^=dt 

o rii 

[de même qu'au n° 237 les équations (i) devenaient, après le 
changement de variables, 

^ = ^.= dt 

o l 

ainsi que nous l'avons vu]. 

Les rii sont fonctions des \i seulement. 

Mais il vaut mieux encore prendre d'autres variables; en effet, 
les six rii étant fonctions des six $/ seulement, rien n'empêche, au 
lieu des Ç/ et des w>/, de prendre comme variables les ni et les tv/, 
de sorte que les équations différentielles deviennent 

. « dni dwi 

(3) — - = — =dt, 

o /l/ 

l^n invariant intégral du premier ordre prendra la forme 

J = f{I,\idni-^Zhidwi), 
les A et les B étant des fonctions des ni et des Wi. 
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Je pourrai supposer que la figure F est un arc de courbe dont 
les équations, variables avec le temps, sont de la forme suivante 

les variables rii et Wi étant exprimées en fonctions du temps t et 
d'un paramètre a qui varie de ao à ai quand on parcourt l'arc F 
tout entier. L'équation de l'arc Fo sera alors 

ni = Ma, o); w/ = /J(a, o). 

Ces conventions faites, je puis écrire 

d'où 

dJ f, '^/dXi drii dBi dwi d^nt d^WfX 

-d^t=J'^''2d\jû'di^i[t'd^'^'^'-dûrd^^ 

Or, on a 

dki _ ^^ d\f 

dt dw/c 

dBi ^ dBi 

-df^^^'d^,' 



d'où enfin 



d^ rii d^ Wi dni 

dt doL * dt d% ~~ doL^ 



Si J est un invariant intégral absolu, on devra donc avoir 

(4) S*n*^=o, 

(5) s,„,^=_B, 

Examinons maintenant ce qui arrive dans le cas où les A et 
les B sont des fonctions périodiques des w et peuvent, par consé- 
quent, être développés en séries trigonométriques. 

Considérons d^abord l'équation (4) et soient 

B/= 2[6 cos(/ni wi-+-. ^--^ m^w^)-\- 6'sin(mtiVi-i-. . .-♦- me^e)], 
les b et les V dépendant des rii. 
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L'équalion (4) devient 

2 ( mi ni H- . . . -H /Wfi ne ) [— ^ sin ( mi tvi -+- . . . -f- me wg ) 

-h 6'cos(micvi-i-. . .-+- metve)] =o, 

ce qui ne peut avoir lieu que si 

(6) . mi/ii-t-. . .-+- /wene = 0, 

ou si 

b = b' = o. 

Or, les m sont des entiers constants, les n sont nos variables 
indépendantes entre lesquelles il ne peut y avoir aucune relation 
linéaire; l'équation (6) entraîne donc 

/w, = mj = . . . = nifi = o. 

Cela signifie que le développement trigonométrique de B, se 
réduit à son terme tout connu ; c'est-à-dire que B| est une fonction 
des /î| seulement, indépendante des w. 
Passons maintenant à l'équation (5); soit 

A/ = 2(a coso) -h a'sinoi), 

en écrivant, pour abréger, w au lieu de 

mi wi -T- . . . -h me «Vj. 

L'équation (5) s'écrit alors 

2 ( mt nj -H . . . -H /Wi «6 ) ( — a sin (D 4- a' cos to ) = — B/. 

Considérons d'abord un terme dépendant des pp, c'est-à-dire 
tel que mi, m2, . • • , nio se s'annulent pas à la fois. On aura 

nii /i| -h . . . -h /ne ne < o. 

Dans le second membre B| ne dépend pas des iv, ce second 

membre ne contient donc ni terme en cosco, ni terme en sinco. 

Il résulte de là que 

a = a'= o. 

Donc A/ ne dépend pas des iv et se réduit au terme tout connu 
de son développement trigonométrique, terme qui dépend seu- 
lement des /i/. 
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Mais alors i'équalion (5) se réduit à 

B/ = o. 

En général, tout invariant intégral absolu linéaire et du pre- 
mier ordre, où l'expression sous le signe / est algébrique par 

rapport aux x et aux j' et, par conséquent, périodique par rap- 
port aux iv, devra être de la forme 



/.A, 



dm. 



les A/ ne dépendant que des /i/; c'est, en effet, ce qui arrive pour 
les invariants absolus que nous connaissons et qui s'obtiennent 
d'ailleurs en différentiant les intégrales des aires, celles des forces 
vives ou du mouvement du centre de gravité. 
Mais l'invariant relatif 

J = / 'ï.{'i.x dy ->r y dx) 

mérite plus d'attention. Nous avons vu que 

J - 3/(C, — Co) 

(où Co et C| sont les valeurs de la constante des forces vives aux 
deux extrémités de l'arc Fq) est un invariant intégral. On aura 
donc 

(7) ^=3(Ci-Go)=3ye/C. 

Si nous posons encore 

J = jI,{\idni-\-Bidwt), 
l'équation (7) deviendra 

car la constante des forces vives G est fonction des /i/ seulement. 
Les équations (4) et (5) devront donc être remplacées par les 
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suivantes 

a ois) Zknic-^^ =0, 

dwfi arti 

Les A et les B doivent être des fonctions périodiques des w. 
Si nous traitons les équations (4 bis^ et (5 bis) comme nous 
avons traité les équations (4) et (5), nous reconnaîtrons : 
I** Que les B/ sont indépendants des w\ 
2° Que les A, sont indépendants des w\ 
3° Que 

3^5 =B,. 
aiii 

On trouve donc, en définitive, 

Téi^ix dy -^ y dx) = ^ ki drti 4- 3 ^ -y— dwi^ 

les A| dépendant des ni seulement. 
En d^autres termes, les expressions 



^^Hê-^-^'ê) 



on 



ne dépendent pas des w et sont fonctions seulement, soit des Ç, 
soit des /i, suivant qu'on exprime tout en fonction des \ et des w^ 
ou en fonction des n et des sv. 
De même, on aura 

, , « / dyt dxi \ ^ dC 

Les j?i, lesj^i et C sont, comme je l'ai dit, développés suivant 
les puissances de ja et des x'^. Les expressions (8) et les deux 
membres des égalités (g) sont donc aussi développables suivant 
les puissances de ces quantités. 

Tous les termes des développements des expressions (8), sui- 
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vanl les puissances de [x et des x'/^j devront donc être indépen- 
dants des (V. 

D'autre part, chaque terme de développement du premier 
membre de (9) devra être égal au terme correspondant du second 
membre. 

Nous avons ainsi un très grand nombre de procédés de vérifi- 
cation pour nos calculs. 

268. J'ai dit que 

est une différentielle exacte si l'on regarde les Ç/ comme des con- 
stantes, et les w comme des variables indépendantes. 
Nous trouvons, en effet, alors 

/ I>{'ixdy -\-y dx) = 3/2 -3 — rfw/, 

ou comme les -1— ne dépendent que des Ç et doivent être, par 
conséquent, regardés comme des constantes 

I,(^ixdy-\'ydx)=Z^j^^ wty 
d'où 

JZxdy-hJl.{xdy-\-ydx) = 3^'^ tv/, 

d'où enfin 

(10) f^^^'^'^^^dir '^i-^^y- 

Revenons pour un instant aux notations du n** 162. Dans ce 
numéro, comme dans le n** 152, nous avons pris comme variables 

(..) } '^' '^'' "• 

nous avons posé 

D'un aulre côté les variables (1 1), de même que les variables j?/, 
yiy sont des variables conjuguées. Il en résulte, ainsi que j'ai eu 
plusieurs fois l'occasion de l'expliquer, que l'expression 

^Xidyi- \d\i — X'd\\ — ZfJid':i= dU 
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est une diiïérenlielle exacle. J'ajouterai qu'on formera facilement 
la fonction U qui peut, par conséquent, être regardée comme une 
fonction connue des jr, et des y;. 
On a alors ' 

fia) ^ = '2^ «■/-S.r/— If — A„,l,— AioX; — Tf'v 

Comme dans l'application du procédé du Chapitre XV on est 
eonduit à former la fonction S, l'équation (12) nous fournil, sous 
une forme nouvelle, la vérification cherchée. 



B apport avec un théorème do Jacobi. 



369. On sait que Jacobi a démontré au début de ses Vorle- 
.lungen liber Dynamik que, dans te cas de l'attraction newto- 
DÎennc, la valeur moyenne de l'énergie cinétique est égale, à un 
fncteur constant prés, à la valeur moyenne de l'énergie potentielle, 
rn admettant, bien entendu, que les coordonnées puissent être 
exprimées par des séries trigonomélriques de même forme que 
celles que nous étudions ici. 

Ce tliéorème de Jacobi se rattache directement à ce qui précède. 
Les équations du mouvement peuvent s'écrire 



''S- 



-^yt. 






d^,' 



Mors — Vreprésenle l'énergie potcnti 

lé. 

l'énergie cinéiique. 

D'autre part, V étant homogène de degrt 



, C l'énergie totale, et 
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L'équation des forces vives peut donc s'écrire 

Reprenons, d'autre part, les équations (9) du n® 217 et ajou- 
tons-les, après lés avoir respectivement multipliées par ai^; il 
viendra 

Si Ton observe que 

dx dT 

dwig dt 
(puisque —r^ = /ia)» on conclura que 

En comparant avec l'équation des forces vives, on trouve 

ce qui montre que G doit être homogène de degré « par rapport 

aux AiA, ce qui pourrait se voir d'ailleurs directement. Mainte- 
nant, la valeur moyenne d'une fonction U, que je représenterai 
par la notation [U], sera nulle si U est la dérivée d'une fonction 
périodique ; on aura donc 

dxi dyi'\ 

et, en rapprochant de l'équation des forces vives, on tire 

[-VJ -~l 

C'est le théorème de Jacobi. 



d'où 



I 
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En considérant les dérivées partielles -7 — au lieu des dérivées 
totales -j- on arriverait à des résultats analogues. On trouverait 



„ / dvi dxi \ 



cl par conséquent 



[ 
[ 



dwk\ drik 



Application au problème des deux corps. 

270. Les considérations précédentes s'appliquent en particulier 
au problème des deux corps. Considérons une planète et le Soleil 
et rapportons la planète à des axes de direction fixe passant par le 
Soleil; envisageons par conséquent le mouvement relatif de la 
planète, par rapport au Soleil. 

Soient x^^ 0:2, x^ les trois coordonnées de la planète;^!, ^'a, 
y^ les trois composantes de la quantité de mouvement. 

Soient Ç, tj, Ç les trois coordonnées de la planète, rapportées à 
des axes particuliers, à savoir : le grand axe de l'orbite, une 
parallèle au petit axe et une perpendiculaire au plan de l'orbite, 
on aura 

les h étant des constantes liées par les relations bien connues qui 
expriment que la transformation des coordonnées est orthogonale. 
On aura de même 

, d\ i> dr^ „ dHi 

yi^l^f'i-Jt-^^^'^-dt^^^'di' 

a étant la masse de la planète. 

Maintenant il est clair que Ç est nul et que \ et yi sont des fonc- 
tions d'un seul argument (V, qui est l'anomalie moyenne, et de 
deux constantes, qui sont le grand axe a et l'excentricité e. 

D'autre part les h sont des fonctions des trois angles d'Euler, 
H. P. - III. . 6 
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OU, plus généralemciïl, de trois fonctions quelconques C0|, W2, (03 
de ces trois angles. 

Ainsi les x et les^ sont fonctions de cr, de a, de e et des co. 

On aura alors, en appelant C la constante des forces vives et n 
le moyen mouvement. 



2( 



'.»..r/ 



(Jyi 



"^yi 



dx 
div 



'h 



dC 
dn 



et, d'autre part, les expressions 



+-^/ 



dxi 
da 

dxi 
de -^ de 



•) 



dXi\ 



doivent être indépendantes de (v. 

Quelques-uns de ces énoncés étaient évidents d'avance et ne 
nous fournissent pas de vérification nouvelle. 

En effet, les -r-^ sont des fonctions linéaires des Xi dont les 

diiik 

coefficients dépendent des to et qui sont telles que 

Il en résulte que nous pouvons écrire Tidentité suivante 



dx\ 
diok 



- «î 



dx^ 
dio/, 



-t- «3 



dxj, 
doii 



«1 atj as 
^1 ^i ^3 

?t ?î ?3 



les a étant des consLanlcs quelconques et les C5* des fonctions 
données des to; on aura de même 



doiA 

Il en résulte que l'on a 



dvi , dvi dvz 

a, -7 h a, -f }- «3 -.— 



IK'-^' 



dvi 
' d(x)A 



dx,' 



«1 «2 ^3 

yi yt >'3 
?î* ?î ??• 



^1 ^2 ^3 

ri J>'2 V3 



?î ?2 



?î 
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Celte expression doit se réduire à une coustanle indépendante de (v 
<*t, comme naus avons trois relations analogues que Ton obtient en 
faisant A' = i , a, 3, nous pouvons écrire 

J's^j— rî^3= consi. 
J^i^a — k.tJ'i = conpt. 
j'2^1 — yi'^t — const. 

Mais ce n'est pas là un résultat nouveau ; ce sont les équations des 
nires. 

Examinons maintenant l'expression 



2/ fi Vf dT,'\ 



\ o}ons comment les s et les y dépendent de a. Les x con- 
tiennent a en facteur et les y contiennent ariy car on a 

dx,' dxf 

•^* ' dt ^ div 

i >n a donc 

dxi __ Xi ^ dyi _ yi yi dn 
da a ' du a n da 

Notre expression devient donc 

/3 1 dn\ 
-''^y\â-'-nd^)' 

Il est aisé de vérifier qu'elle est nulle; on a en effet, d'après la 

troisième loi de Répler, 

/i^a' = const., 

9. dn 3 da __ 



n a 



Nous n'obtenons pas encore ainsi un procédé nouveau de vérili- 
eation. 

Il reste à examiner les deux expressions 

!:("'£ -■■•'S)'*. 

Nous n'avons plus à faire varier que e et w^ nous n'aurons donc 
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plus à faire varier les w, c'est-à-dire la direction du grand axe de 
l'orbite. Nous pouvons donc choisir des axes particuliers et faire 

Xi=r, = as/i — eA 2 Jp_,(/?e) ÎIM^ \ , 

Les fonctions J sont les fondions de Bessel; sous le signe S l'in- 
dice/? prend toutes les valeurs entières depuis — a> jusqu'à +oc, 
à l'exception de la valeur o. 
Nous déduirons de là 

yi = — iianl.5p-i{pe)s'inpiv 

^j= lian /i — e^lù5p-i(pe)cospw. 

L'expression W devient alors, en supprimant le facteur com- 
mun aa^/i, 

3eSJp_i/> cos/?w — 2SJp_i — 2.Jp-ipcospw-^\ZJp-iSinpw]* 

— 2(1 — e*)S J;,-, — i^— 2 Jp_,/? sin/?w -4-(i — c«)[S Jp_, cospw]^ = W '. 

J'ai écrit partout, pour abréger un peu, J^,, au lieu de J^_, (pe). 
On doit avoir 



Or 



an 



G = y n^a^ = m. 

'la 



m désignant la masse du Soleil plus celle de la planète; on a donc 



C.^ _if m«/i» 



s 1 

m 

7. 



et 



Mais, comme 



il >icndra 



3 -r- — — um'/i ^= — iJLa*/i. 
an 



W = — I . 



I^n iiJeiUifittnt les termes scmliluLlos uti a une série de relations 
cDtrp Ips fonctions de Bessel J . 

L'étude de l'expression E nons conduirait à une série de rela- 
tions analogues où entreraient cette fois les fonctions de Bessel J el 
leurs dérivées premières. 

271. On pourrait multiplier ces applications particulières; on 
pourrait par exemple, après avoir traité comme nous venons de le 
faire dans le numéro précédent le cas du mouvement képlérîen, 
<;"cst-à-dire après avoir tenu compte des termes du degré o par 
rapport au\ masses troublantes, appliquer les mêmes principes à 
l'ensemble des termes du degié i . On serait sans nul doute conduit 
à des relations intéressantes. 



On pourrait également étudier, par le même proci 



Mé, le 



lions des variations séculaires que 
pitre X. On aurait alors avantage, 



étjua- 



I traitées au l>lia 
ien de Tinvariant intégral 



à se servir des invariant 
n- 261, 262, 263. 

Nous laisserons toutes 



s analogues que nous :i 
ces questions de cAlé. 



Application aux solutions asympto tiques. 

272. .'\ppliquons encore ces principes aux solutions asyr 
tiques. Prenons pour varialiles les coordonnées jr,- et les 



ipto- 



J = IZ(txd^-r-ydx); 



nous savons que si C est la constante des forces vives, el si C, et Co 
sonl les valeurs de cette constante aux deux eslrémités de la ligne 
(l'intégration, on aura 



(") 



.1- 



3/(C, — C„) = c<jusi. 
n svstème de solutions asjmplotiqiu 
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se présentera sous la forme suivante : les Xi et les y/ seront déve- 
loppés suivant les puissances de 

les coefficients étant périodiques en A -h A, où 

Aj, Aj, • . • , A^, h 

sont A" + I constantes arbitraires. 

Si l'on substitue ces valeurs des xi et des yi dans réquatîoi» 
des forces vives, le premier membre se trouve aussi développé 
suivant les puissances de 

Aie«i', A, «a', A^e^»', 

les coefficients étant périodiques en / + A; et, comme il doit être 
indépendant de A, il en résulte qu'il le sera également de A|, 

j\2) * * * 9 ^k et /t. 

Si donc on substitue les valeurs des Xi et des j^'/ dans l'équa- 
tion (i), on voit qu'on aura 

Cl = Go, 

et par conséquent 

J = const. 

Dans J l'expression sous le signe / se trouve développée sui- 
vant les puissances de 

Aie*»', A2e^-', ..., A^c**'; 

les coefficients sont périodiques en t -^ li\ elle dépend linéaire- 
ment des k -|- I différentielles 

rf.\i, rfAj, ..., d\ii, dh. 

On devra donc avoir 



(^) 



„ / dv dx \ 

\ ^-(^^% ^y^) = const. 



Les premiers membres des équations (2) se trouvent déve- 
loppés suivant les puissances des A/e*«^; tous les termes de ce 
développement doivent être nuls, sauf le terme tout connu. On 
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obtient ainsi une foule de relations entre les coefficients du déve- 
loppement des Xi suivant les puissances des Ai^V. 

Je me bornerai, à tilre d'exemple, à envisager le premier terme 
ri j'écrirai 

\i et Z/ étant périodiques en / -I- h. 
On en déduit 

X) et Z|- désignent les dérivées de X/ et Z/. 

On a alors, en négligeant toujours les termes en e-*', etc., 

V L^ ^ .,.^ ^\ ._, 2mÉf«f[.^.X(Z'H- aZ)-f- X'Z]. 

On a donc 

2:m(aXZ'-r- ^aXZ -^ X'Z) = o, 

ce qui nous donne une première relation enlre les coefficients X 
et Z/. 

La relation 

nous en fournirait une autre, mais qui, en réalité, ne serait pas 
distincte de la première, puisqu'en la combinant avec cette pre- 
mière relation on trouverait une équation qui est une consé- 
c|uence immédiate du principe des forces vives. 
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INVArUANTS INTÉGRAUX ET SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES. 



Retour sur la méthode de Bohlin. 

273. Je SUIS obligé, avanl d'aller plus loin, de compléler 
quelques-uns des résultais des Chapitres Vil, XIX et XX. Je 
veux d'abord résumer les résultats que je veux comparer et qui 
vont me servir de point de départ. 

Au Chapitre VII nous avons vu que si un svstème 

(0 W ~ ^^ (* — I, -2, . . ., /l) 

admet une solution périodique 

et si Ton pose 

Xi — a- • -4- $/, 

les \i seront développables suivant les puissances croissantes de 
(3) A,e«t', Aae«i' A„ca«', 

les coefficients étant des fonctions périodiques de /; les Â/ sont 
des constantes d'intégration, les a, sont les exposants caractéris- 
tiques de la solution périodique (2). 

Les séries satisfont toujours formellement aux équations (1); 
elles sont convergentes à certaines conditions que nous avons 
énoncées au n° 105. 

11 y a exception dans le cas où nous pouvons avoir entre les 
exposants a, une relation de la forme 
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les coefficients ^ (îtuiil CQliers, positifs ou nuls, le coefRcieiil i 
cDlier positif ou négatif. (C/. t. I, p. 338, ligne 5; en écrivant 
celle relutioii, j'ai supposé que l'uuilé de temps était ciioisie de 
telle sorle que la période de la solution (a) soit égale à -ii!.] 

S'il j- a une relation de la forme ( {), les £ ne seront plus déve- 
loppables suivant les puissances des quantités (.t), mais suivant 
les puissance:^ de ces quantités (3) et de (. 

(j'esl précisément ce qui arrive si les équations (i)ont la forme 
canonique des équations de la Djnamique. Dans ce cas, en eil'et, 
deux des exposants sont nuls et les autres sont deux à deux égaux 
et de signe contraire. 

Dans le cas des équations de la Djnamique [ou plus générale- 
ment quand il y a nue relation de la forme {4)]i "ous avons pu 
encore obtenir un résultat; il suffit de donner aux constantes 
d'intégration A des valeurs particulières de façon à annuler celles 
oe ces constantes qui correspondent à un exposant nul, et l'une 
des deux qui correspondent à chaque couple d'exposants égau\ 
et de signe contraire. [Plus généralement on annulerait la con- 
sLanle jV correspondant îi l'un des exposants qui figurent dans la 
relation de la forme (.i); de telle façon qu'entre les exposants 
correspondant aux constantes A qui ne sont pas nulles, il u'j ait 
plus de relation de cette forme.] 

Par exemple si 
i,=_-a, = „, *, ^= - I;, 3tr-.—, a,.,= — a„ (/ipair). 



A , = A, = 1., \, ^ ti. As = u. . . . , A„-, = Cl. 

Les \ seront alors encore développables suivant les puissances 
de celles des quantités (3) qui ne sont pas nulles; seulement on 
n'aura plus ainsi la solution générale des équations (i), mais une 
solution particulière dépendant d'un nombre de constantes arbi- 
traires inférieur à n (à savoir — ; — dans le cas général des équa- 
tions de la Dynamique). 

C'est ainsi que nous sommes arrivés aux solutions asymplo- 
Liques : nous y sommes parvenu en annulant un certain nombre de 
constantes A, non seulement celles que nous avons égalées à zéro 
pour la raison que je viens de dire, mais celles que nous avons dû 
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annuler pour satisfaire aux conditions de convergence du n** 105. 
Je ne m'occupe pas pour le moment du développement des Ç 

suivant les puissances de [jl ou dey/û. 

Au Chapitre XIX j'ai étudié la méthode de M. Bohlin, quî n'est 
au fond qu'une application de la méthode de Jacobi, puisque le 
problème est ramené à la recherche d'une fonction S satisfaisant 
à une équation aux dérivées partielles. Seulement cette fonction S 
est mise sous une forme qui est particulièrement appropriée au 
cas où il y a approximativement entre les moyens mouvements une 
relation linéaire à coefficients entiers. Les cas qui doivent nous 
intéresser le plus sont ceux qui sont voisins de celui que j'ai 
appelé le cas limite (n** 207). Nous avons vu dans ce numéro que 

la fonction S est développable suivant les puissances de y/jl, sous 
la forme 

S = So -^ V {^Si -h [jlSî -f- . . . 
et que 

est périodique de période 27t par rapport à 

yr^ yzy •••, yn 

(en reprenant les notations du numéro cité). 

Mais les résultats peuvent être simplifiés par le changement de 
variables exposé aux n"* 209 et 210. 

Au n** 206 j'ai défini n + i fonctions 

périodiques par rapport aux variables 

y if yzt • • • » y ni 

et que j'ai regardées comme des généralisations des solutions pério- 
diques. 

Nous avons posé ensuite au n" 210 

dyi dyi 

Avec les nouvelles variables oc\^ y\ les équations conservent la 
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forme caoûnique; seiilemeot les nouvelles équations admettront 
les relations invarianles siiivanles 



qui pourront par rapport aut nouvelles équations canoniques êlrr 
regardées comme des généralisations des solulions périodiques au 
même titre que 

pour les anciennes. 

Nous pouvons donc, snm restreindre In généralité, supposer 
que nos équations canoniques admeitenl comme relations înva- 



S'il en est ainsi, noua avons vu au «"210 que^, ^oest un zéro 
simple pour les dérivées ■—■ et un zéro double pour les déri- 

Ainsi S, ou plulot S — So peut se (lé\elopper suivant les puis- 
sances de ^, et le développement commencera par un terme du 
deuxième degré; nous aurons 

(5) S = S, - Ijj-Î + Z,y\ ■■- Et j-i -y... 

lesSélantdes séries dépendant de_)'î,_>'j, ...,_)■„ et développées 

suivant les puissances de y/|ji; on voit en outre que les S sont des 

fonciïona périodiques dej'j, ^j, . . . , v»- 

Cela malheureusement ne nous suffit pas pour notre objet, 

I^ fonction S définie par l'équation (5) ne dépend, en elTel, 

que de n — i constantes arbitraires 



tandis qu'il en faudrait n poui' la solution complète du problème. 
Pour une étude plus approfondie, nous aurons recours au cban- 
gemeul de variables du n° 206. Si nous adoptons les notations 
de ce numéro, c'est-à-dire si nous posons 

i nous définissons comme daus le numéro cité les variables j-', 



-i/^ 
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«I, r,, les fondions T et V; les dérivées de V par rapport à 
i^i et aux Zi seront des fonctions périodiques des Zi {C/. t. II, 
p. 36i). 

Examinons plus particulièrement les équations qui sont au 
début de la page 363 (t. Il) et qui s'écrivent 

puis, regardantj^a, j^3, . . . ,jo* comme des constantes, envisageons, 
toujours comme dans le numéro cité, les équations 

Quand nous ferons varier Vt , le poinl {^^^y^) décrira une courbe 
que je veux étudier. Supposons que, ne faisant pas varier les 
constantes x[^y x'^^ . . ., x'^^ nous fassions au contraire varier x\y 
nous obtiendrons une infinité de courbes correspondant aux 
diverses valeurs de x\. 

Nous avons supposé plus haut qu'on avait les relations inva- 
riantes 

Xi = Xi — yi = o 

qui sont comme une généralisation des solutions périodiques. 
A ces relations correspondra le point 

^•1^71 = 

c'est-à-dire l'origine des coordonnées. C'est dans le voisinage de 
ce point que je voudrais étudier nos courbes. 

Donnons ù x\ la valeur qui correspond à la fonction S particu- 
lière définie par l'équation (5), nous aurons 

La courbe correspondante passe donc par l'origine ; on obtien- 
drait une seconde courbe passant par l'origine en changeant y/jji 

en — y [JL. 

Nous avons donc deux courbes se croisant à l'origine; les 
centres courbes pourront passer près de l'origine, mais sans 
l'atteindre et sans se couper mutuellement; de telle façon que 
l'ensemble de nos courbes rappellera, par sa forme générale dans 
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le voisinage immédiat de l'origine, la figure formée par une série 
d'hyperboles ayant mêmes asymptotes et parleurs asymptotes. 

274. Pour mieux étudier ces courbes et les fonctions S corres- 
pondantes restreignons-nous d'abord au cas où il n'y a que deux 
degrés de liberté. 

Supposons qu'on ait fait le changement de variables du n® 208 
de telle façon que 

soit une solution périodique, cela revient à dire que pour 

T, = .rî=ji = o 

on a 

dF _ dF _ rlF _ 

Développons F suivant les puissances croissantes de x^j x^ 
et j^i. Le terme de degré o ne dépendrait que de y^ et comme on 
devrait avoir 



cO'j 



= o 



il se réduirait à une constante. Comme F n'est définie qu'à une 
constante près, nous pouvons supposer que ce terme de degré zéro 
est nul. 

Cherchons les termes du premier degré; comme 



^F dF 

= o 



dxy dyx 

il n'y aura d'autres termes du premier degré qu'un terme en x^* 
Posons maintenant 

On voit que F est divisible par e^ et que, si l'on pose 

F = e5F', 

les équations conservent la forme canonique et deviennent 
^'^ dt ~ dy'i' dt " dx'i 
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D'ailleurs F' sera développable suivant les puissances de e sous 

la forme 

F^Fi-.-£F;-^eîFi-+-...; 

F' sera développable d'autre part suivant les puissances de j:',, x'^^ 
y\ les coefficients étant des fonctions périodiques dey^. On aura 
enfin 

f; = \\x\-^Kx'^-n%^x\y\ -4- zy} 

II, A, B et C étant des fonctions périodiques dej'!j. 

Nous allons appliquer à nos équations une méthode analogue à 
celle de Bohiin, où le paramètre e jouera le même rôle que jouait 
dans le Chapitre XIX le paramètre [jl. 

Supprimons nos accents devenus inutiles et écrivons x/, y'iy F. 
F| au lieu de x\^ y\^ F', F^. 

Je dis d'abord que je puis toujours supposer 

II = 1. 

Si en effet il n'en était pas ainsi je prendrais pour variables nou- 
velles 



x\ — 11^2» 






La forme canonique des équations n'en serait pas altérée 
puisque 

esl une différentielle exacte. 

De plus y\ s'augmente d'une constante quand y^ augmente 
de 27:; je puis toujours choisir l'unité de temps de telle façon 
que cette constante soit égale à 27r. Alors toute fonction pério- 
dique de période 27r de j/'2 sera une fonction période 27t de^J. 
La forme de la fonction F ne sera donc pas changée; seulement 

le premier terme ^x^ se réduira à x\. 
Supposons donc H = i . 
Je dis maintenant qu'on peut supposer 

A = C = o, B = const. 
Formons en effet nos équations canoniques (i) en supposant e = o, 
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il viendra 

/l'If* 

et une équation en -~^ que je puis remplacer par l'équalion des 

forces vives 

j^x-h A j'î H- •ihxxyi — C^J = consl. 

Les équations 

sont des équations linéaires à coefficients périodiques. En vertu 
du n° 29 elles auront pour solution générale 

où ^, A, Çi, *!^i sont des fonctions périodiques dej'a; a et [3 des 
constantes d'intégration; a et 6 des constantes. 

U est aisé de voir que b -^ — a et que cp'ii — ^'^i est une con- 
stante que je puis supposer égale à i . 

Cela posé, faisons un nouveau cliangement de variables en faisant 

Xi = x\o-+' y\ ^\ yx = x\ oi -+- 7', 4^1 , 
x^ = a:; -\- \\x^ ■+• iKx\y\ -\- hy\^ ; y^ = j^, 

H, K, L étant des fonctions de j'2 choisies de manière que la 

forme canonique des équations ne soit pas altérée. U suffit pour 

cela que 

^1 dyx — x\ dy\ -4- x, dy^ — x'^ dy'^ 

soit une différentielle exacte. 

Or on voit que x^dy^ — ^i^^'i est égal à une différentielle 
exacte augmentée de 

ç', (p'j, ... désignent les dérivées de (p, cp,, ... par rapport ày2- 
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Il suffit donc, pour que la forme canonique des équations ne 
soit pas altérc^e, de prendre 

•>.II ^ Q),o' — 90',; aK r- ot^'~^^\; 2L = ^^14/'— ^''K- 

On voit que H, K, L sont des fonctions périodiques dey^, d'où 
il suit que la forme de la fonction F ne sera pas non plus altérée. 

Mais, si nous supposons s = o, nos équations doivent admettre 
comme solution 

d'où 

h=----y A = C=o. 

Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer 

11 = 1, A = (] — o, B = const. 
d'où (puisque nous avons supprima les accents) 

C'est ce que nous ferons désormais. 

Faisons encore un changement de variables en posant 

(domine 

Jridyx—U(h = 

est une diflerentielle exacte, la forme canonique ne sera pas 
altérée. 

Il vient d'ailleurs 

La fonction F csl alors dêveloppable suivant les puissances de 

On a d'ailleurs 

F^ — j-, -H iWu. 

Mettons donc F sous la forme 
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el déGnissons une fonction S par réqualion de Jacobi 






C étanl une constante. Développons S et G suivant les puissances 
de e 

S — So -4- eS| H- E*Sj -4-. . ., 

c = Co-H eCiH- Ê^Ci-i- 

Nous aurons pour déterminer So, S|, S2» . . ., par récurrence, 
les équations suivantes 

djr,^^^-d^=^'^ 

(2) { d/2 ffv 

rfS, e/Sj 

-5-^ -4- 2 B -j- = 4> -4- Cj. 

dyt dv 



Je désigne, comme je Tai déjà fait bien des fois, toute fonction 
connue par ^; dans la seconde équation (2) je regarde So comme 
connue; dans la troisième je regarde So et S| comme connues et 
ainsi de suite. 

Nous prendrons 

avec la condition 

Comme G© est arbitraire, les deux constantes a© et p© peu- 
vent être choisies arbitrairement. 11 importe toutefois de ne pas 
prendre ^0 = 0» Voici pourquoi. 

Supposons qu'on ail démontré que 

rfSo C/Si d%n 

dsf dv dv 

est développable suivant les puissances de 

nous pourrons (si ^o u'est pas nul) en conclure qu'il en est de 
même de 



y dv 



dbi dSp 

l -7-^ -h.. .H-S/» — .^ 

dç dv 

H. P. — III. 
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puisque la quantité sous le radical se réduit à po pour e = o. 
Nous ne pourrions plus tirer cette conclusion si ,3o était nul : or il 
importe de pouvoir la tirer, à cause de la présence du radical \/u 
dans F. 

Considérons maintenant la seconde équation (2). La fonction <P 
qui y entre dépend de ^ et de ^2 et est de la forme suivante 

Les coefficients A sont des constantes pouvant dépendre de a© 
et j3o- Les indices m et n peuvent prendre toutes les valeurs 
entières, positives, négatives ou nulles. J'ai mis en évidence, en le 
faisant sortir du signe S, le terme où ces deux indices sont nuls. 

La seconde équation (2) nous donne alors 

avec la condition 

ai4-2B^i= Aoo -T- Cl. 

Sauf celte condition, les constantes a, , ,3| et C| sont arbitraires ; 

je supposerai donc 

ai= ?i = o. 

Je déterminerai Sa par la troisième équation (2) ; cette équation 
étant tout à fait de même forme que la seconde, se traitera de la 
même manière, et ainsi de suite. 

En résumé, les dérivées -j— et -^ sont développables suivant les 
puissances de 



e-**, c-Oi. 



Si Ton compare cette analyse avec celle du n® 125, on voit 
qu'il y a entre elles une analogie parfaite. Seulement, au lieu de 
n'avoir que des exponentielles imaginaires 

nous avons ici des exponentielles réelles 

27o. Une fois la fonction S déterminée, nous pouvons, par 
l'application de la méthode de Jacobi, arriver à des séries analo- 
gues à celles du n** 127. 
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La fonclion S dépend de r, de y2 et des deux constantes ao 
et 3o« La constante des forces vives 

G = Co-4- sGi-i-. . . 

est fonction de olq et de Po« 

On a alors, comme solution de nos équations différentielles 
canoniques, les équations suivantes 

dS dS 



dft dv 



dC 
ni = - 



ÏT, 




• 


n^t -^ njj = 


dS 

d?o' 


/l4 


, 


dC 







da^' ' d'^ 

où Wi et W2 sont deux nouvelles constanles d'intégration. 

Je vois d'abord que rii et /Za, qui dépendent d'ailleurs de ao 
et ^oj sont développables suivant les puissances de e. 

D'autre part, S est développable suivant les puissances de e, 
et, si je fais s = 0, j'ai comme première approximation 

dSo dSo 

On a quatre équations d'où l'on peut tirer x^t w,* y 2 et v déve- 
loppés suivant les puissances de s et dépendant d'ailleurs de ao, 

Par un raisonnement tout pareil à celui du n** 127, on verrait 
que 

sont développables suivant les puissances de 

Il en sera de même d'ailleurs de y/?/, X\ et y^ , 
Je pourrais même ajouter que toutes ces quantités sont déve- 
loppables suivant les puissances de 

e, ao, e*'^'».'-»-«'i\ /p^e^^^'+c^^', /%e-^'^^*-^^»\ 

el, en effet, S — S© est développable suivant les puissances de 

8, ao, €=*='/., /?ic^ v^e-^ 
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Si nous posons un instant 

les deux équations 

dS ^ dS 

prendront la forme 

(3) ;;, = £<{;,, Zi=i^i, 

^2 et ^3 étant développables selon les puissances de 

e, «0, c=*='('».'+ci.\ /p;c(«.'+CT,\ /p^e-'^.'-cïi', 5,, zi 
[et, en effet, on a par exemple 

et des formules analogues pour e^'^*, et \/po^~*']' 

Il suffit alors, pour démontrer la proposition énoncée, d'appli- 
quer aux équations (3) le théorème du n" 30. 

Comparons maintenant le résultat obtenu avec celui du Cha- 
pitre VII que j'ai rappelé au début du présent Chapitre. 

Nous avons vu dans ce Chapitre VII que, dans le voisinage de 
la solution périodique 

Xi = ^1 = X, = o, 

les variables X|, j'i, :r2, j^'a sont développables suivant les puis- 
sances de 

A, A' sont des constantes d'intégration; n\ et n[^ sont des con- 
stantes absolues, dépendant seulement de la période de la solution 
périodique et de ses exposants caractéristiques. 

Nous venons de voir que ces mêmes variables doivent être 
développables suivant les puissances de 

^:t/(/i,/-»-cj,). /3i<^'''''"*'^''> /^e-<«i'^cTj'. 

Les deux résultats sont évidemment d'accord; en effet, nous pou- 
vons d'abord poser 



D'aiilrc part, n, et fij soni dos codsUdIcs, mais qui sonl déve- 
loppables suivant les puissances de £, x„ et p„, ei qui se réduisent 
à rt', et «^ pour e=xOo= ^^ = 0. 

Nous pouvons alors écrire, par escmple, 



pl développer ensuite te second facteur suivant les puissances de e. 
a,, ^a; ee second facteur se Irouiera alors, en outre, développa 
suivant les puissances de t. 

C'est pour cela que, dans le Chapitre Vil, nous avions vu le 
temps t et ses puissances sortir des signes exponentiels et trigo- 
nométriques, ce qui pouvait, dans certains cas, produire une 
difficulté; l'analj-se précédeule montre que cette difficulté était 
purement artificielle. 

Si je veux maintenant comparer notre résultat avec ceux du 
Chapitre XIX, j'envisagerai les courbes 



= «(«'.), 



= !■(«'.) 



dont j'ai rappelé la définition à la fin du n° 273. Pour obtenir les 
équations de ces courbes, je n'ai qu'à prendre les expressions de 
j", cl y, el X y donner à %„, pj,, n, / + cT) une valeur constante. 
Alors ^^'i et .r, sonl développables suîvunt les puissances de 



En faisant varier "j < -+- ra,, on voit bien que les courbes ont la 
forme que j'ai décrite à la fin du n° 273. 

Je rappellerai, en terminant, que tous ces résultats ne sont vrais 
qu'au point de vue formel; les séries ne sont convergentes que 
dans le cas des solutions as^mptoliques dont on obtient les équa- 
tions en faisant 



je veux dire en faisant 
»ti bien encore en fais.int 
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je veux dire en faisant 

/f^e^i = o, /p^e-cTa = A', 

A et A' désignant des constantes finies. 

270. Passons au cas où il y a plus de deux degrés de liberté. 
Les résultats précédents peuvent se généraliser de deux manières 
différentes. 

Il Qous suffira, pour l'expliquer, de supposer trois degrés de 
liberté. Il peut arriver qu'on veuille étudier nos équations dans le 
voisinage d'un système de relations invariantes 

J"i = aT, = 573=71 = 0, 

jouant le rôle d'une généralisation des solutions périodiques au 
sens du n" 209. 

Il peut arriver aussi qu'on veuille les étudier dans le voisinage 
d'une véritable solution périodique 

xi = 3-, = ^3 =7, =7î = o. 

Dans le premier cas, il y a quatre relations invariantes et une 
relation linéaire entre les moyens mouvements, relation que nous 
avons, en employant au besoin le changement de variables du 
n** 202 mise sous la forme 

/Il = o. 

Dans le second cas, il y a cinq relations invariantes, et deux 
relations linéaires entre les moyens mouvements, que nous avons 

mises sous la forme 

m = o, rii = o. 

Nous commencerons par le premier cas et nous poserons 

F = e«F'; :r,= £j*',, y^^zy\, x.:=z'^x\, T^=:t^T\\ 

les équations restent canoniques et F' devient développable sui- 
vant les puissances de e, sous la forme 

F'=F'o-+-£F', -h.... 
On a d'ailleurs 

Fi = /i, x\ -H ^3 .r', -H A x\^ -4- x B x\ y\ -+- C^',^ ^ 
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OU, en supprimant les accents devenus inutiles, 

Les fonctions A^, A3, A, B, C ne dépendent que de j^2 et de ^3 
et sont périodiques de période iiz par rapport à ces deux va- 
riables. 

Je vais recommencer les changements de variables du n° 274; 
tout ce que j'en ai dit reste vrai, mais seulement au point de 
vue formel. 

Pour que je puisse appliquer les principes du calcul formel, il 
faut qu'il y ait un paramètre par rapport aux puissances duquel 
s'effectuent les développements. Ici ce sera le paramètre jjl. 

En effet, F et par conséquent Ao? A3, A, B, G sont développa- 
bles suivant les puissances entières de [x. J'ajoute que, pour [jl = o, 
B et C se réduisent à o et que A2, A3, A se réduisent à des con- 
stantes que j'appelle A", A3 et Ao. 

Cherchons à intégrer les équations suivantes 

Je cherche à faire l'intégration de telle manière que 



soient des fonctions périodiques de période air de deux variables 
nouvelles j'!^ ^\> y\ qui devront elles-mêmes être de la forme 

/la et /i3 sont des constantes développables suivant les puissances 
de [jl; rs^ et TÏJ3 sont des constantes d'intégration. 
Les équations (1) prennent alors la forme 

, X dy^ dy^ , dy^ dy% 

Nous poserons 






et nous supposerons que les n^/"'^ &ont des constantes; que les AJ' 
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sont des fonctions périodiques dey2 et deyz (les h^ se réduisant 
à des constantes comme nous l'avons vu) et enfin que les j^J*' sont 
des fonctions périodiques de y\ et y^, sauf les y^ qui se rédui- 
ront ky^. 

Nous égalerons, dans les équations (a), les équations des puis- 
sances semblables de [x et nous aurons une suite d'équations qui 
nous permettront de déterminer par récurrence les yf^ et les /lJ-*^ 

Ces équations s'écrivent 

^ri" ^^xt^ rï.^rs f,)^r; * 



Je désigne par 4> toute fonction connue; dans la deuxième équa- 
tion, je regarde comme connus [es y\^^ et les n}^^ ] dans la troi- 
sième, lesj^,^, les^[", les n] et les /îj"et ainsi de suite. 
On a d'abord 

y\=y't^ yl=yz'^ n\ = -h\, /iS = -Aj, 

de sorte que les équations (3) se réduisent à 



auxquelles il faut adjoindre les équations 
(3 /er) \ dyi dy^ ' 



déduites de la seconde équation (2), comme les équations (3 bis) 
le sont de la première équation (2). 

Toutes ces équations s'intégreront de la même manière; soit 
par exemple la première équation (3 bis). La fonction ^ qui y 
entre (comme d'ailleurs toutes les autres fonctions 4>) est pério- 
dique en y'^ et^^i- Nous égalerons n[^^ à la valeur moyenne de 
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celte fonction et il nous sera facile ensuite, par le procédé que 
nous avons déjà appliqué tant de fois, de satisfaire à notre équa- 
tion par une fonction ^i^*' périodique en j^g ^^y'z- 

Ayant ainsi déterminera el^s en fondions dey'^ ety,, je pose 

Il est clair que 

qui est nul, est une diflTérentielle exacte et, par conséquent, que 
la forme canonique des équations n'est pas altérée quand on prend 

pour variables nouvelles x\^ ^'z^yi-s y\ ^" ^'^" ^^ -^a» -^31^21 J^3. 
La forme de la fonction F n'est pas non plus altérée, mais on 
voit qu'on a identiquement 

— n^x'^ — n%x\ = AjOTi -4- h^Xzy 

ce qui montre que les coefficients de x'^ et de x'^ se réduisenl à 
des constantes. 

Je puis donc toujours supposer que h^ et h^ sont des con- 
stantes. 

C'est ce que je ferai désormais. 

Soit maintenant à intégrer les équations 

^ = 2(Bx,-i-Gjt), ^ = -2(Aa7t+ B^O, 
ou, ce qui revient au même, 

Cherchons à satisfaire à ces équations en posant 

Xx = e^'z, yiz=e^^s, 

a étant une constante, s et 5 des fonctions périodiques de y 2 et y^ . 
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Les équations deviendront 

ï , as , as , . ^ 

\ dyt dy^ 

Développons A, B, C suivant les puissances de [x sous la forme 

A = Ao -t- |JL A 2 -f- . . . , 
B = ByH- {xBa -h/. .. 

G = Go -h ji-Ci -h. . . . 

Remarquons que Ao est une constante et que B© = C© = o. 
Développons de même k^ et A3 

Les coefficients de ces développements sont des quantités con- 
nues. Développons d'autre part les inconnues z^ s Ql a suivant les 
puissances croissantes de y li. sous la forme 

a = ai /{JL -+- «2 1^ -T- «3 {A V^ -♦- • • • ' 

^ — ^i /|J- -h Ziix -h Z2 IJ. \^\i. -+-.... 
.V = S^)-^ Si /a -h *s ;i -h 

Afin de présenter les équations sous une forme plus symétrique, 
j'écrirai le développement de A sous la forme 

A — Ao -h A 1 \/]i. -h Aï tJH- A3 JJL \^ix -r- A V JX* -h 

H faudra seulement se rappeler que A|, A3, A5, ... sont nuls. 
De même pour les développements de B et de C. 

Cela posé, j'égale dans les équations (/\ bis) les coefficients des 
puissances semblables de |jl. J'appellerai (4 Ois p) les deux équa- 

/»-4-l 

tions obtenues en égalant d'une part les coefficients de [x * dans 

la première équation (4 Ois) et, d'autre part, les coefficients 

p 
de [jl' dans la seconde équation (4 Ois). 

Les c(|iiations (4 Ois o) cl (4 Ois i ) détermineront «i, So et ^i ; 
I-es équations (4 Ois 1) et (4 Ois •>.) (iétermineront a*, Si et -32; 
Les équations (4 Ois a) et (4 Ois 3) détermineront «3, Sj et ^j, 

et ainsi de suite. 
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Je veux dire que les équations (4 bis p) détermineront Sp 
et Zp^^ à une constante près, qu'elles détermineront ap et com- 
pléteront la détermination de Sp_s et Zp que les (4 bis p — i) ne 
nous avaient fait connaître qu'à une constante près. 

Si l'on se rappelle que 

Bo = Bi = Go = Cl = G, 
on voit que les équations {/\ bis 6) s'écrivent 

(4 6i5 0) < 

les équations (4 bis i) s'écrivent 

(1 ft dz^ , ^ dz<* _ 

^ld7,^'''dV,'-'''''^~''^'''' 

f h\ -7-^ -^ h\ -j-l — ^i5o = aAo^i ; 
\ ^ dy^ dy^ 

les équations (4 bis a) s'écrivent 



h% -i-^-^h% -7^— rti^îi — a,Zi = — îBjCi — 2 02*1 — a C3 50-4-*, 



(4 6w2) 



^7j ' ^J 



3 



ds 



2 



A?^H-A 



rfr« ' dy 



ds 
\ -j-^ — a^So —aiSi = 2 Ao^i^-^ Ai^i-haBj^o H-* 



3 



[les lettres 4> désignent des fonctions connues périodiques en y2 
et^3, qui sont nulles dans les équations (4 bis 2), mais que j'écris 
néanmoins parce qu'elles apparaîtraient dans les équations sui- 
vantes]. 

Les équations (4 bis o) nous apprennent que Zi et ^o sont des 
constantes. Passons ensuite aux équations (4 bis 1) et égalons les 
valeurs moyennes des deux membres, il vient 

— atZi= — 25ofCj], 

— aiSo = 2A0.31, 

ce qui détermine «i, ^o et Zi; on trouve pour «i deux valeurs 
égales et de signe contraire. Les équations (4 bis i) déterminent 
ensuite, à des constantes près, Z2 et 5t qui sont des fonctions 
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périodiques de y 2 et j'3. On peut donc regarder comme connus 

Venons aux équations (4 bis 2) et égalons les valeurs moyennes 
des deux membres, on obtiendra deux équations d'où l'on pourra 

tirer âTj, [^2] et [^i]. 

Les valeurs moyennes des deux membres étant égales, les équa- 
tions (4 bis 2) nous donneront z^ et ^2 à des constantes près sous 
la forme de fonctions périodiques de j^2 et ^^3. 

Et ainsi de suite. 

Comme nous avons trouvé pour «i deux valeurs, les équa- 
tions (4 bis) admettront deux solutions. Soient 

a = —a, z = ^, ^ = 4^1 
ces deux solutions. La solution générale des équations (4) sera 

yi = Ac<»'cpi-f- B6-«'4'i* 
On peut toujours supposer 

©4^1 — ç>i 4* = » • 
On verrait alors, comme au n°274, que si Ton pose 

xi = x\ cp -h j\ ^, yi = x\ 914-/1 4^1, 

Xi = x'^ -h lUx\^ -4- 2 Kja-'j/j -h L,7',*, 7, = /j» 
X3 = Xj -+- lUx\^ -+- 2 K3 x\ y\ H- Lj/i* , j3 = y, , 

et si Ho, K2, L2, H3, K3, L3 sont des fonctions périodiques con- 
venablement choisies de ^2 et j^s, la forme canonique des équa- 
tions ne sera pas altérée. 

La forme de F ne sera pas non plus altérée; mais B se réduirait 
à une constante, A et C à o. 

On peut donc toujours supposer 

B = const., A = C = o. 

Le reste du calcul s'achèverait comme aux n°* 274 et 275 et Ton 
arriverait finalement à la conclusion suivante : 

Les variables xi et j^/ peuvent se développer suivant les puis- 
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saDces de e, y/jx, de trois constantes ao, a'„ et [Îq, de e-'^''i''^^i\ 
de é^'^^t^-^'t), de \/poe^"t^-^^t\ ^/^e'^^^^-^^^K Les constantes /i,, n\ 
et /I2 sont elles-mêmes développables suivant les puissances de e, 

y/i^f «0, a'o et Po. 

277. Passons au second mode de généralisation et supposons 
qu'on veuille étudier les équations dans le voisinage d'une véri- 
table solution périodique mise sous la forme 

Nous poserons 

d'où 

Les équations restent canoniques et Ton a 

4> étant une forme quadratique homogène en a'^, y\, x\^ y\\ les 
coefficients de ^ et A sont des fonctions périodiques ^^y^^^y\. 
Nous supprimerons désormais les accents devenus inutiles et 
nous écrirons simplement 

On démontrerait comme aux n°*274 et 276 que l'on peut toujours 
supposer que h se réduit à une constante. 
Envisageons maintenant les équations 

d^s _ , dxx __ d^ dy\ __ d^ 

~dt ~"^ ' ~dt ~"dyi' 'dT''^dxi' 

dxi _ d^ dy^ __ d4* 

dt ~~ dyt ' dt ~" dx^ 

Elles sont linéaires et à coefficients périodiques. Leur solution 
générale sera donc de la forme 

xi = A, e«'<pi.i -f- Aîe-«'(pj.i -4- Aj^j^'oa.i -4- A^^j-^'cpt.i, 
yx = Ai<?«'<p,.î -h Aîe-«'<p,., -f- Aje^'cps., -t- A^c-^'o;.,, 
ar, = Al <?«'<pi.i 4- A,e-«'cpj.3 -h Aae^'ça.a 4- A4e-*'<p4.3, 
^'j = Aic«<<p,.4 H- A,e-«'«pj.4 H- A3e*'«p3.4 ■+- A4e-^'<pv.k. 



no ClIAPITRK XXV. 

Les A sont des constantes d'intégration, les cp sont des fonctioiK 
périodiques de j'3. 

Il est aisé de vérifier que l'expression 



est nulle, sauf dans les deux cas suivants 

1 = 1, A- = 2 ; e = 3, X: = 4* 

Dans ces deux cas, celle expression se réduit à une constante qu^ 
je puis supposer égale à i. 
Posons maintenant 

^r\ = X\ Oj.i -+-jr\ Ç;., 4- J-'j 0,.i -+-y, ©4., , 

ri = ^'l ?I.l -^/l ?î.î -^ ^2 ?3.î +7i ?i.îi 
^î = ^'l ?I.J -^ri ?î.3 -^ a^', ?3.J -^/j ?4.3» 

On voit alors que 

^1 ^r 1 —ri ^^1 -♦- ^î ^(^î — r» ^'^s 

où ^ est une forme quadratique homogène par rapport à x\, y\, 
Tj, r., dont les coefficicnls sont des fonctions périodiques de ^'3. 
Si alors nous posons 

<!; 

l'expression 

sera une différentielle exacte et la forme canonique des équations 

n'est pas altérée. 

La forme de la fonction F n'est pas altérée, seulement Fq se 

réduit à 

hx\ -+- k.r\y\ -+- hT\y\, 

011 A, A et 13 sont des constantes. 
On poserait ensuite 

y' 

^'1/1 = "lî I'^Stt^ =ar,, 

y' 
^'ift = wj» log v^ = 2^'t, 



^VABMNTS ISTKOllAIX F.T SOLUTiONS A S t M PT OTIQ U BS. III 

llciil s'aclièverait comme aux a" 273 et 27C: on arriverai l ii 
la conclusiou suivante : 

Les j-, et les j',- sont développnble^ suivant les [itiiâsances de î 
de trois constantes a», 3a *l ^n- de e»i''i'+''i'^ de 

Les exposants n,, «a et n'j sont eux-mêmes déveloji|>;iltles siii\anL 
les puissances de ê, s,,, ^g et j'I^,. 

Celle généralisation s'applique immédiatement quand il y a 
n degrés do liberté; le premier cas, celui du uuméro préci^dent, 
correspond à celui où il y a « -)- i relations invariantes et une seule 
relation linéaire entre les moyens mouvements. C'est celui (\a\ 
nous a occupés au Chapitre Xl\. 

Le second cas, celui du présent numéro, correspond ii celui où 
W y ain — I relations invariantes définissant une véritable solu- 
tion périodique et où il y a /i — i relations linéaires entre tes 
moyens mouvements. C'est celui des solutions asjmplutiqnes cjui 
nous a occupés au Chapitre VU. 

Mais il y a des cas intermédiaires ofiTon a n — y relations inva- 
riantes, et q relations linéaires entre les moyens mouvements. 
Alors les xi et les >-,- peuvent se développer suivant les puissances 
positives ou négatives de q exponentielles réelles et de n — q 
exponentielles imafjinaircs. 

Relation arec les invariants inté^aux. 

278. Supposons donc que les équations canoniques 

<l.r, d? dx, rfF , . 

t'> dt^Ty;- lû = d^, (' = ■■-•■■■-") 

admettent une solution périodique de la forme suivante 

où A est une constante d'intégration; et soit T la période, de telle 
ifa^oii que f, et '{if soient développables en séries procédant suivant 
les sinus et cosinus des multiples de -;^((-|- A). 
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Considérons les solutions voisines de cette solution périodique; 
elles pourront, diaprés ce qui précède, être mises sous la forme 
suivante : Xi et yi seront développés suivant les puissances 
de 2/1 — 2 quantités conjuguées deux à deux et que j'appelle 



Les A et les A' sont des constantes arbitraires d'intégration ; les 
exposants a peuvent se développer eux-mêmes suivant les puis- 
sauces de Al Aj, A2A!., . . ., Xn-\^'n-\- 

De plus les coefficients du développement de Xi et de yi sont 
des fonctions périodiques de ^ + A, de période T. Ces coefficients 
(de même que les exposants a) dépendent en outre de la constante 
des forces vives C. 

Nous savons qu'il existe un invariant intégral 






d'où il résulte que, si p et y sont deux constantes d'intégration, on 
devra avoir 



V^ I dxi dvi dxi dxi\ 



On pourra écrire cette équation sous une autre forme; suppo- 
sons qu'on donne à p un accroissement 5^ et qu'il en résulte 
pour jTi, j>'/, A,eV, . . . des accroissements 

ûJ?i, ^yu oA/e«.', 

Supposons d'autre part que Ton donne à y un accroissement S'y 
et qu'il en résulte pour x/, yi^ . . . des accroissements 

^^-^ii <^yii 

Notre équation s'écrira 

( 3 ) 2 ( oj-/ ù'yi — 8^1 o'xi) = const. 

Le second nombre est une constante; je veux dire que c'est une 
fonction des constantes d'intégration multipliée par S^o'y. 
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Or on a évidemment 
D'autre part 

dC d/i ^d{\f,e^i') *" ^d{\'^e-^it) '' 

On voit ainsi que oxi et 0;'/ sont de la forme suivante 

ô^i = $/ 4- / ;,./ ; o>/ = Ç; -- ^ J', .,-, 

OÙ ;/, ç,./, Yi/, Yii./sont linéaires par rapport à oC, 0//, et auxoAe'^^', 
oA'e~*^; et d'autre part développables suivant les puissances des 
\e^^ et des A'e^'^' et suivant les sinus et les cosinus des multiples 

de -^ (^ -f- A). On trouverait aisément les expressions de o'x,j o'j'/; 

il suffit de changer en 0' dans celles de oXf et ovi. On voit alors 
que Ton pourra écrire l'équation (3) sous la forme 

D-4- E/ -H F/2 = consl., 
où 



sont développés suivant les puissances des Ae*^, A'^ ^^ et les 

T 



sinus et cosinus des multiples de w- (t -+- h) et sont d'autre part 



bilinéaires par rapport aux 

oAe^', oA'c-a', oG, 0^, 
o'Ac»', o'A'e ^', o'G, o7/. 

Le premier membre devant être indépendant de /, nous aurons 
d'abord 

ce qui nous fournit déjà certaines relations de vérification 
auxquelles doivent satisfaire les développements des Xi et des j^/. 
II. P. — III. 8 
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Ensuite D doit être indépendant de /; il sera donc linéaire par 
rapport aux déterminants suivants 

aAA.a'Ai.-a'A;i.aA',., 
Ai.A;(aA,.a'Ay-aAya'A;t), 
(4) ' Ai.(aAA-o'c-a'A/,aG), 

A'aoAAo'A-a'AAaA) 
(oCo'h—o'ùCh) 

I 

(ou par rapport aux déterminanls analogues déduits des premiers 
en permutant A^ avec A'^., ou Ay avec Ay). 

Les coefficients seront développés suivant les puissances des 
Aa A]t et dépendront en outre de C. 

Le temps en effet doit disparaître. Les exponentielles doivent 
donc disparaître; ce qui ne peut arriver que si chaque facteur 
Ae^^ est multiplié par un facteur A'e"^^, ou ûA'e"»^ ou 3'A'e"*'. 

On peut déduire de là une nouvelle série de relations de véri- 
fication. 

279. Parmi les exposants a^ les uns sont imaginaires, les autres 
réels; parmi ces derniers les uns sont positifs, les autres négatifs. 
Mais comme entre deux exposants égaux et de signe contraire je 
puis arbitrairement choisir celui que j'appelle a^, je ne restreindrai 
pas la généralité en supposant que cck est positif s'il est réel. 

Annulons maintenant les coefficients A)t qui correspondent à 
un exposant imaginaire, ou à un exposant positif. 

Alors on aura, si a^t est réel, 

A;;. = o, A'^.^o 
ol si 7./i est imaginaire 

Aa- = A^ .= o. 
Je ferai en outre 

Co étant la valeur de la constante des forces vives qui correspond 
à la solution périodique envisagée. 

Nos séries deviennent alors convergentes et représentent les 
solutions asvmptotiques que nous avons étudiées au Chapitre VIL 
Elles contiennent comme constantes arbitraires // et les AJ^ qui 
rorrespondcnt aux exposants négatifs. 
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Nous aurons donc in égalités qui exprimeront les or/ et les j'i 
en fonctions de t et de ces constantes h et A]^.. Si entre ces in 
égalités nous éliminons /, h et les A^., nous aurons entre les xi et 
les )'/ un certain nombre de relations invariantes. 

Si un ensemble de valeurs des xi et dcs^v est regardé comme 
représentant un point dans Tespace à a/i dimensions, ces relations 
invariantes représentent une certaine variété V de cet espace; 
c'est ce que j'appellerai la variété asvmptotiqiie. 

Reprenons l'invariant intégral 



• / i: dxi dyi 



et étendons l'intégration à une portion de celte variété asjmpto- 
tique V. En d'autres termes, supposons que tous les systèmes de 
valeurs desj:/ et des r/, qui font partie du domaine d'intégration, 
satisfassent à nos relations invariantes. 

Je dis que r invariant intégral sera nul. 

Il me suffit de démontrer que 

S ( oxi o'xi — oyi o'xi) = o, 

et cela est évident, car on a 

Aa- =^ o, C = Go, 
d'où 

oA/, = o, o(.i — o, 

\f. — o, L = t», 

ce qui montre que toutes les expressions (4) s'annulent. Nous 
aurions pu également faire 

G = Go» 
Aa^o, A'a— o (pour acA- réel), 

\u= AÂ-— o (pour «A- imaginaire). 

Nous aurions obtenu une nouvelle série de solutions asympto- 
tiques et, par conséquent, une nouvelle variété asjmptoti(|ue à 
laquelle les mêmes conclusions s'appliqueraient. 

Ce que nous avons fait pour l'invariant (a), on pourrait le faire 
pour un invariant bilinéaire quelconque (invariant de la troisième 
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sorte, n" 260), c'esl-à-dire de la forme 



(^> /A 



B dxidxk^ 



où B est une fonction des Xi et des yi et où, sous le signe S, une 
ou deux des différentielles rfx/, dx^ peut être remplacée par dyi 
ou dvk. 

L'expression 

2 B ( j:/ o' Xfc — rtXk o' Xi ) 

serait encore linéaire par rapport aux quantités (4). Cela s'appli- 
querait encore à un invariant quadratique (invariant de la deuxième 
sorte, n° 260) de la forme 



((>) l^^fl\Uixi 



dxf,. 



OÙ B est fonction des Xi et des j^^/ et où, sous le signe S, une ou 
deux des différentielles dxi^ dxk peut être remplacée par dyi^ dyi^ 
On verrait que l'expression 

il B 0^/ Zxi,- 
doit être linéaire par rapport aux expressions 

,,,., \ a;,.a;o.uoA;, 

' ï A<3A<.ÎC, 

l oC o/t 

et de celles qu'on en peut déduire en permutant A^ et A]^, Ay etA'-. 
Pour toute variété asjmptotique, l'invariant (5) comme l'inva- 
riant (6) doivent s'annuler. 



Autre mode de discussion. 

280. La môme étude peut être poussée plus loin, en la pré- 
sentant sous une autre forme. 

Nous supposerons, par exemple, que nous avons affaire à un 
problème de Dj^namique, que les Xi sont les coordonnées des 
divers points matériels du système et que les variables conju- 
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Çaées yi sont les composantes de leurs quantités de mouvement. 
Nous nous proposerons d'étudier les invariants intégraux algé- 
briques par rapport aux j:,- et aux j'; et de voir, s'il peut eu exislcr 
d'uulre que celui qui est connu el qui s'écrit 



Jf^.U.,y,. 



Nous avons vu que, dans le voisinage d'une solution périodique, 
les .r,- el les yt peuvent se développer suivant les puissances 

des Ae" Nous allons de nouveau envisager ces dévcloppe- 

mealâ-, mais nous pourrons supposer que la valeur de la constante 
des forces vives qui correspond ù la solution périodique est nulle. 
de sorte que les développements procéderont non seulement sui- 
vant les puissances des Af*', mais encore suivant celles de C. lis 
dépendront en outre de / + k. 

En égalant les -r,- et les _>',- à ces développements, on olitii-nt 



•in équations, qu' 
à Cet à /H- A. 
Il vient 



i allons résoudre par rapport iun Ae"' 






Nous remarquerons que ao comme a* est développablc suivant 
les puissauces de C et des A^A],, et l'on voit que fK-f[, ^, cosS, 
sin6 sont des fonolions uniformes des Xi et des_>',- dans le voisi- 
nage de la solution périodi<|ue. De plus, les Xi et les /,• peuveut 
se développer suivant les puissances desy*, des/^ et de ^ el sui- 
vant les sinus el les cosinus des multiples do H, 

D'autre part l'expression 

qui correspond à l'invariant (2) ou les (impressions analogues qui 
correspondraient à un autre invariani bilinéuire de la forme (")) 
devra être développable suivant les puissances des Ji,, y)J, <t cl 
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bilinéaire par rapport à 

o'/a, o'f,, 5'*, o'e. 



De plus, quand on y remplace />iî /Âi *I^j ^ par leurs valeurs (7), 
celle expression doil devenir indépendanle de /. Or le lemps t 
pourrait s'y introduire de trois manières : 

1" Sous la forme exponenlielle; 

2® Sous la forme de cosinus ou sinus des multiples de (t -+- h) ; 

3** En dehors des signes exponentiels et irigonométriques (et, 
comme nous allons le voir, au second degré au plus). 

Il ne doit y entrer d'aucune de ces trois manières. 

i" Pour qu'il n'y entre pas sous la forme exponentielle, il faut 
et il suffit que l'expression soit linéaire par rapport aux quantités 
suivantes analogues à (4) 

(8) ^j /;(c;/Ao'ci>_a'/,.a*,, 

les coefficients étant développablcs suivant les puissances des yi, 
/^ et de <I>. 

2" Pour que t n'y entre pas sous la forme Irigonométrique, il 
faut et il suffit que notre expression ne dépende pas de 0, mais 
seulement de ses variations oB, o'0. 

3° Il nous reste à déterminer la condition pour que t n'v entre 
pas en dehors des signes exponentiels et trigonométriques. Remar- 
quons que l'on a 

(9) o/i.-r--^i^o.\i.-A',.Aoa^.\ 

Nous distinguerons dans notre expression des termes de cinq 
sortes, selon qu'ils contiendront en facteur une quantité (8) figu- 
rant dans la première, flknixième, troisième, quatrième ou cin- 
quième ligne du Tableau (8). 

Cela posé, si nous remplaçons o/a, . . . par leurs valeurs (9), 
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nous verrons que les termes des cinq sortes contiendront respec- 
tivement en facteur 

(aAA.a'Ai— oAi.o'Ax.)-h/[oaA^'(AA.Ax)-ô'aAo(AAAi.)J, 
Ai-Ay(oAx o'Ay— oAyo'A/,) 

-4- AA-AVAyA;/2(aax.5'ay- oayo'aA-), 
^'*^^ ■• AiroA^-û'C — o'AxoG)4-AA.A'^./(oaAo'G-o'aA.oC), 

Ai(aA^.8'?o-^o'Ax.a3o)-A/,Ai./(oa;i.S'Po-5'aAa3o) 

-4- A;t./(oAx.o'ao— o'AAoay)-+- AxAA-/'(o2Ao'3to — o'ax ûao), 

i (oGo'po— o'Go3o)-H/(oCo'ao-o'Coao). 

On voit que le temps pourrait entrer au second degré. 

Faisons d'abord disparaître les termes en /'-; ils ne peuvent 
provenir que des termes de la deuxième sorte et de la quatrième 
sorte. 

Je dis que le coefficient de 

doit s'annuler. 

En effet, les accroissements virtuels des constantes étant arbi- 
traires, nous pourrons supposer que tous les oa/ s'annulent à 
Texceplion de oa^, et de même que tous les o'ay s'annulent à 
l'exception de o'olj. 

Tous les termes en t^ s'annulent alors, à l'exception du terme en 

II. y aurait exception s* il existait une relation entre les n — i 
exposants a/; on ne pourrait plus en effet supposer que tous les ôa/ 
s'annulent sauf un, sans que ce dernier s'annule lui-même. 

Maintenant il y a quatre termes de la seconde sorte qui donnent 
des termes en 

Je les écrirai pour abréger sous la forme 

les i/ sont développés suivant les puissances des//, f\ et de 4>. 
Je désigne par coi l'expression qui figure à la seconde ligne du 
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Tableau (8) : 

toj se déduit de W| en permutant //t ^^/a^ 
foj se déduit de toj en permutant /y cl/'j, 
Ms, se déduit de (Oj en faisant à la fois ces d'eux permutations. 

Pour que les termes en l'^ disparaissent, il faut et il suffit que 

(il) Ç;j _ ,|j _ ,i;3 _4. ,^. =o. 

Si cette condition est remplie, nos quatre termes 

ij^l tUj -+- 6j tOj -+- <J^» t03 -+- l!/i (0 j 

nous donneront comme termes en l 

4-(^3-'^i)/AyA;[ôayo'(Ax-A',.)-$'aya(A,A',.)J. 

Considérons maintenant les termes de la quatrième sorte que 
nous associerons deux par deux; soit un groupe de deux termes 

OÙ ^i et 'I2 sont développables suivant les puissances de C et 
des AaA)^; où 0)1 est l'expression qui figure à la quatrième ligne 
du Tableau (10) et où (02 est celle qu'on en déduit en permutant Aa 
et A'f^ et changeant ol^ en — 7./,. 

Pour que les termes en t^ disparaissent, il faut que 

^i = ^a 

et alors les termes en t se réduisent à 

4;,/[a(A;t.Ai.)5'ao-5'(AAA'A.)oao|. 

281. Maintenant nos termes en t procèdent suivant les puis- 
sances de C, des A^AJ^. ; et suivant les 5 et les 5', de ao, a^, C, 
A)iA)^. Il nous reste à faire disparaître ces termes; je vais écrire 
qu'ils sont nuls quand on y fait 

C =0, A;tA';t = o, 

sans supposer bien entendu que oC, o'C, oAaA]^, o'AaA)^ soient 
nuls. 

Soit dans notre invariant B^ ce que devient le coefficient du 
terme en {o/kO'/'^—o/'f^o'/fç) quand on y fait C = AaA;^ = o. 
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Soit D^ ce que devient le coefficient du terme en 
€l Do ce que devient celui du terme en 
Nous devrons avoir identiquement 



2:B,[5aA-ô'(AAAA)-3'a;t.8(Ax.AA)]^ 
4- lDA[o(A^A;^.)o'ao— o'( Aa Ai,)^3fy]-i- D„(oG o'ao— o'C oao) = o. 

Ecrivons, pour abréger, v;;. au lieu de A^A'y^, Vq au 'i^u de C el 

à(Uj v) 



au lieu de 



oao i' — ot'o u ; 



il viendra 

OU bien 

SSB* ^- d(Y„ Y*) + 12:0,. ^^? c>(Y*. Yy)+ S Do ~ d(Yo, Y>) = »• 

Sous le signe S ou SS, A' peut prendre les valeurs i, 2, . . ., 
n — i et y les valeurs o, i , 2, . . . , // — 1 . 
En égalant à zéro le coelficient de à(^fj\ v^.), on trouve 

(12) Ba -7 By -; Da -7 h Dy ~j— =- o. 

^Vy ^ÏA il'{J d^k 

En égalant à zéro le coefficient de à(y^^, yy\ on trouve 

d-(o ^ ^Yo d^(j 

Ces équations expriment que 

(1 3 ) _ Do ao c^Yo -H - ( Ba- a^ — Da a© )^/t^- 

est une différentielle exacte. 

/fa 
Dans les équations (12) et (12 bis) il faut faire yy^o*, les -.- 

sont donc des constantes; les olj sont donc des fondions linéaires 
des y; en réalité, comme nous l'avons vu, les a peuvent élre déve- 
loppés suivant les puissances des y; mais le résultat que nous 
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venons d'obtenir n'est vrai que si Ton néglige les carrés des y et 
si Ton arrête les développements des a aux termes du premier 
degré. De plus, les B et les D sont des constantes. L'expres- 
sion (i3) est donc la différentielle exacte d'un polynôme du 
deuxième degré. 

Pour pousser plus loin cette étude, exprimons les a^ non plus 
en fonctions de 

mais de 

et, pour éviter toute confusion, représentons par des d les déri- 
vées prises par rapport aux nouvelles variables et par des d les 
dérivées prises par rapport aux anciennes. 
On voit alors que 

est une différentielle exacte, ce qui entraîne les conditions 

Si Ton connaît les relations entre les a et les y, ces équations 
nous permettront de déterminer les coefficients B/. 

Nous pouvons exprimer SDyyy en fonction des variables 

«0» Yi» Y2» •••' ï'*-ï 
en écrivant 

SDyVy^Eoao^-SEA-YA. 
Les E;t nous seront donnés par les équations 

et Eo pourra être choisi arbitrairement. 

Il faut d'abord que les équations (i4) soient compatibles, ce 
qui pour /^ >> 3 exige certaines conditions 

. ^x à:Lk àoLi doLj _ doLi doLj doLfc 

'd^l 'o-(j 0^1, ~ 0^/, O^i O-^j 

Ces conditions (i5) seront toujours remplies puisqu'il y a tou- 
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jours un invariant intégral 

Zftxidn 



s- 



S'il j a plusieurs invariants intégraux qui ne s'annulent pas 
identiquement pour la solution périodique envisagée, à chacun 
de ces invariants devra correspondre un système de valeurs des 
coefficients B/ et E/. 

Si les équations (i4) admettent q solutions linéairement indé- 
pendantes, on pourra calculer les valeurs correspondantes des Ea 
à Taide des équations (i/j bis)^ et comme Eq reste arbitraire, nous 
aurons q -f- i systèmes de valeurs, linéairement indépendants, des 
coefficients B/ et E/. 

Nous pourrons donc avoir q -f- i invariants intégraux distincts 
(si la solution périodique considérée n'est pas singulière au sens 
donné à ce mot au n® 257), mais nous ne pourrons pas en avoir 
davantage. 

282. J'ai dit plus haut que les conditions (i5) étaient certai- 
nement remplies; il pourrait rester un doute sur ce point; et en 
effet si les équations (i4) comportent q solutions distinctes, il 
peut y avoir ^ + i invariants; si donc il n'y a qu'un invariant, 
on pourrait supposer q = o] la présence d'un seul invariant 

ne suffirait donc pas pour permettre d'affirmer que les équa- 
tions (i4) comportent certainement une solution. 

C'est ce doute qu'il me reste à dissiper. 

J'observe d'abord que dans le cas du problème des trois corps, 
il y a non pas un, mais deux invariants intégraux. 

Nous avons, en eflet, dans le Tome I, Chapitre IV, étudié les 
équations aux variations de ce problème. 

Nous avons obtenu pages i^o et i'-2 les intégrales suivantes 
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On trouverait de môme 

Multiplions (2 bis) par (1), (1 bis) par (2) et retranchons, il 
viendra 



(16) 



-2fô'--S!')^("'.-^»-""«- 



Le premier membre est linéaire par rapport aux déterminants 
de la forme 

-Nous avons donc une intégrale des équations aux variations et 
nous pourrons en déduire un nouvel invariant intégral bilinéaîre. 

J)ans le cas du problème des trois corps, on a donc au 
moins ^ = » , et Ton peut être assuré que les conditions (i5) sont 
remplies. 

î283. En esl-il encore de même dans le cas général? Supposons 
<|uVdles ne le soient pas. Alors tous les coefficients que nous avons 
ap[)clés B| doivent être nuls ainsi que tous les E^, à l'exception 
de Eo. 

Donc quand on donne aux ./•/ et aux )'/ les valeurs qui corres- 
pondent à la solution périodique envisagée, c'est-à-dire quand 
on fait 

C = A/. A/. — <>. 

les coefficients des termes en o/*/,o'/'/. — ^^fWfh doivent s'annuler, 
et il ne reste que les termes en 

(r>i»e'e - oeo'<h). 

Notre invariant devrait donc s'annuler quand on aurait 
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Or ce n'est pas le cas de rinvariant 

auquel correspond l'expression 

Soit, en effel, 

6 — 1(2/0 j:/ -h \o,o y,. 
On devrait avoir une égalité de la forme 

2(oj-/0>/— oj;oV/) = X(rt/0:r/-!- b.:oy,)I,( r^r/^r,- -•- e'/o'r,) 

Or cela est impossible puisque le premier membre est une forme 
bilinéaire de déterminant i et le second une forme bilinéaire de 
déterminant o. 

• Nous devons donc conclure que les conditions (i j) sont tou- 
jours remplies. 

284. Reclierchons maintenant si les équations (i ^) peuvent 
admettre plusieurs solutions. 
Soient 

1» I ) l>2 t»/|. 

I)|. Dja •••« ^ tl 

ces deux solutions, et supposons que Ton n'ait pas 

Hx _ H,. 

K " h; 

alors les deux équations 



» * 



entraîneront 



B, t^I = B, !^ 

O^i (^;x 



= O. 



Alors les indices 



ih^i fh;/i. 



se répartiront en un certain nombre de groupes, autant qu'il y a 
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H • 

de valeurs différentes pour le rapport —l; deux indices appartien- 
dront au même groupe s'ils correspondent à une même valeur du 
rapport g7- 

Alors, pour que a;t dépende de y/ (ou a/ de v;^), il faut que les 
indices / et A* appartiennent au même groupe. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait deux groupes seule- 
ment comprenant respectivement les indices 

I , 'j.j • • • « j^f 

/j -4- I , /> H- 2, . . . , n — I . 

Alors 

dépendront seulement de 

ao, Vi, Yî, ..., Y/;, 
et 

dépendront seulement de 

^oj Y/'+-i» Y/'-*-2' ' • ' ■> Y"— 1* 

Il y a alors ce fait que les exposants caractérisli([ues a/t forment 
plusieurs groupes indépendants; de telle façon que les a;t d'un 
groupe ne dépendent pas des produits AyAy relatifs à un autre 
groupe. 

Les solutions périodiques pour lesquelles cette circonstance se 
produira (ou pour lesquelles il y aurait une relation entre les a^) 
pourront s'appeler particulières. 

Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

Pour quily eût d'autre invariant algébrique que ceux que 
nous connaissons, il faudrait, ou bien que toutes les solutions 
périodiques fussent particulières, ou bien qu elles fussent 
toutes singulières au sens du n° 237. 

Je n'entreprendrai pas de démontrer que cette circonstance ne 
peut se présenter dans le problème des trois corps; mais cela 
paraîtra bien invraisemblable. 
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Invariants quadratiques. 

283. Étudions maintenant au même poinl de vue les invariants 
quadratiques, c'est-à-dire les invariants intégraux de la forme 



//p. 



où F est une forme quadratique par rapport aux différen- 
tielles dxi^ dyi. 
Soit 

où les H sont des fontions des x et des k et où le produit cixidxk 
peut être remplacé dans certains termes par le produit dxixlyk ou 
dyidvH^ 

Nous pourrons alors écrire l'équation suivante analogue à Téqua- 
lion (3) du n« 278 

(i) SIIoj^/ or^ = const. 

D'autre pari, nous avons trouvé au n" 278 

Nous pourrons alors écrire l'équation (i) sous la forme 

D -f- E^-4- F/2 = consl., 

où D, E, F sont développés suivant les puissances des Ae*', \!e~^' 
et des sinus et cosinus des multiples de ^p- (/ -f- A) et sont, d'autre 
part, quadratiques par rapport aux 

On devra donc avoir 

E= F = o, 

et de plus D devra être indépendant de /, ce qui montre que D 
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devra être linéaire par rapport aux expressions suivantes 

oAa oA)t, 

A];. Ay OA^ ûAy, 

A^ oA;t û^t 
Ai- oA^ o/i, 

oG oA, 

ou par rapport aux expressions qu'on en déduit en permutant A^ 
et A]^, ou Aj et A'j, 

Les coefficients seront développés suivant les puissances des 
produits AaA^ et de C (si Ton suppose que la solution périodique 
corresponde à la valeur zéro de la constante des forces vives). 

286. Revenons aux équations (7) du n" 280 et raisonnons 
comme dans ce n" 280; nous verrons qjie l'expression 

quand on y remplace les x/ et les yi par leurs développements en 
fonctions des /a, f\y ^ et 0, devra satisfaire aux conditions sui- 
vantes : 

i" Elle devra être linéaire par rapport aux quantités suivantes 

fk ^fk ^*1*, 

0*1» oH, 

les coefficients étant développés suivant les puissances desyi^yj^et 
de ^. 

2° Elle ne dépendra pas de 0, mais seulement de o0. 

3° Si CCS conditions sont remplies, Texpression II ne con- 
tiendra le temps ni sous la forme exponentielle, ni sous la forme 
Irigonométrique. 

II reste à chercher la condition pour que le temps n'j entre pas 
non plus en dehors des signes exponentiels et trigonométriques. 

Reprenons les équations (9) du n*^ 280; nous verrons qu'aux 
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divers termes du Tableau (8 bis) corrcs]3ondenl les Icrines sui- 
vants 

is;USAi.-i-((A*3AiSi(-— A^SAi-Sat) — Ai.-A*f»(6a*)S 
AtAySAt8Ay-t- AiA)/(A*Si*8Ay-i- AySar^fiA*) 
-(- A* AjA/AyCEaiSi^, 
Ai3A*3C-.-A*AV.5^*SG, 
Ai3A*5?«-HAi,i<3A*3i„-i-AiSitB3„)-i-AiAi('Si*îï||, 
£C33o-t-(5GSïo; SC, S3î-t-a(3Po5io+ l'Saj. 

Faisons d'abord disparaître les termes en t". 
L'ensemble de ces termes est une rorme quadratique par rap- 
port h 



Cette forme quadratique doit être identiquement nulle. 

Le coefficienl de ôaiSiyi" devra donc être nul. Or, il^ a quatre 
termes qui pourraient introduire le produit l' oxa ôsty : ce sont les 
termes en 

A/r^A-^j' A/j'^A^fj. /*/}V*3/j. hli^fk^-y 

Di!-sîgnoas pour abréjjer ces quatre espreasions par iii|, Wj, w,, 
u,; l'ensemble de nos quatre termes s'écrira alors 

4., lu, -^ 4^,(11, + 4^,0,1 -f- ^iO)t. 

'î'iT 'î'ii ^i «"t '\\ étant déveioppables suivant les puissances 
des fif\ el de <I'. Pour que le coefficient de (^ SaAoay di^^paraisse 
on devra avoir identiquement 

De même le coefficient de/- S- a* devra s'annuler; or il provient 
des termes en 

s/*5/i, fWi, rr^n. 

Désignons pour abréger ces trois expressions par *n\ , wj, w', et 
l'ensemble des trois termes par 

!}.>',-,- >)->'j-l-^>'„ 

fj*',, ^!j, '{l'j étant déveioppables, suivant les puissances des /tf), 
et de *. 

H. P. - m. 9 
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Pour que le coefficient de /^S'a^ disparaisse on devrait avoir 
Pour la solution périodique on a 

Tous les termes qui contiennent en facteur l'une des expres- 
sions qui figurent à la 2®, 3' ou 4* lignes du Tableau (8 bis) 
doivent alors s'annuler, car chacune de ces expressions contient 
en facteur fk ou/]^. 

Les seuls ternies de l'expression II qui ne s'annulent pas pour 
la solution périodique sont donc les termes en 

SAS/i, 0*80, a*«, 80«. 

L'équation (1 1) montre que i/^ contient en facteur y^y*)^ : donc le 

terme if\ S/ao/J^ doit s'annuler également. Il ne reste plus que les 

termes en 

a*», 8* 80, 80». 

Le premier ne contient pas t^ le second le contient au i**" degré, 
le troisième au 2* degré. 

Ce troisième terme étant le seul qui contienne t^ doit être nul; 
s'il est nul, le deuxième terme étant le seul qui contienne t sera 
nul également. 

En définitive, tous les termes de II s'annulent pour la solution 
périodique sauf le terme en 8<I>^. 

Or, dans le problème général de la Dynamique, de même que 
dans les cas du problème des trois corps que nous avons appelés 
le problème restreint, le problème général réduit et le pro- 
blème plan réduit, nous connaissons un invariant quadratique 
et nous n'en connaissons qu'un. 

Si j'écris l'équation des forces vives sous la forme 

F = const, 
cet invariant n'est autre chose que 



/' 



c'est à cet invariant que correspond le terme en o<ï>2 qui ne 
s'annule pas. 



ladratiquc, autre que celui qui 
uler pour tous les palais de la 
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Si donc il cïiste tin învartanL qui 
est connu, cet invariant devra s 
solulioD périodique. 

En d'autres termes, cette solution périodique devra être singu- 
lière au sens du xt" 257, en ce qui coaccrne cet invariant. 

Il y aurait exception si les n exposants 



n'étaient pas îadépendants les uns des autres, mais s'il y avait une 
relation entre eus. Dans ce cas, eo efTet, le coefScîent de t', qui 
est une forme quadratique par rapport aux n variables 



pourrait s'annuler identiquement sans que tous ses coefficients 
fussent Duls puisque ces n variables ne seraient plus indépen- 
dantes. 

En résumé, pour qu'il y eâl d'autres invariants quadrati- 
ques que ceux que nous connaissons, il faudrait que toutes les 
solutions périodiques fussent singulières ou particulières. 

11 n'est pas Lrcs vraisemblable qu'il en soit ainsi pour le pro- 
blème des trois corps. 

Cas du problème restreint. 



287. On peut imaginer un autre mode de discussion que nous 
n'appliquerons qu'au cas du problème restreint. La discussion du 
n"237 a laissé subsister la possibilité de deux invariants quadra- 
tiques dont un est connu. Supposons que ces deux invariants 
quadratiques existent et soit II la Torme quadratique correspon- 
dant à l'un de CCS invariants. D'après ce qui i)récède II pourra 
contenir des termes eo 

j3/,i/,, /,5/.s*, /iS/,5*. /,s/,se, /,5/,se. 

D'autre part, Il est une forme quadratique par rapport aux quan- 
tités 

^x\, îrt. 2_)i, ^_)->' 
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dont les coefficients sont des fonctions algébriques en Xi, X2, 

Voici quelles seront les variables xi elyi que nous choisirons. 
Dans ce problème, que j'appelle restreint, deux des corps décri- 
vent des circonférences concentriques et le troisième dont la masse 
est nulle se meut dans le plan de ces circonférences. Je rappor- 
terai ce troisième corps à des axes mobiles tournant d'un mouve- 
ment uniforme autour du centre de gravité des deux premiers; 
Tun de ces axes coïncidera constamment avec la droite qui joint 
ces deux premiers corps. J'appellerai x^ et X2 les coordonnées du 
troisième corps par rapport à ces axes mobiles, ely^ ety2 '^s pro- 
jections de la vitesse absolue sur les axes mobiles. 

Posons alors 

* = F-t-toG, 

où F et G désignent la fonction des forces vives et la fonction des 
aires dans le mouvement absolu, et où (o désigne la vitesse angu- 
laire de rotation des deux premiers corps autour de leur centre de 
gravité commun. Les équations prendront la forme canonique 

dxi __ d^ dyi __ d^ 

dt ~" dyi dt ~~ dxi 

L'intégrale 4> = const. n'est autre chose que « l'intégrale de 
Jacobi » (c/. Tome I, n° 9, page 23). 

Cela posé, notre expression II sera une forme quadratique en 

Ixu oa:,, 8^1, 8^„ 

dont les coefficients seront algébriques en a:/ el^/. Si nous suppo- 
sons que les quatre variables x çXy sont liées par la relation 

4> = const., 
qui entraîne la suivante 

8<^ =0, 

nos quatre variables Sa:/, 8// ne seront plus indépendantes; on 
pourra éliminer l'une d'entre elles, et II deviendra une forme qua- 
dratique ternaire. 

Considérons un point de la solution périodique; pour ce point 
on aura 
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Toutes les expressions (i) s'annuleront donc à l'exceplion de 

5/, 5/;, 8e«, S* Se et s*>. 

Si l'on suppose 50 = o, elles s'annuleronl touies il l'csccplion de 

Soit donc, pour ua point de la solution pt'riodique, 

U =Bo/|î/; -hCSe'. 

L'ensemble des termes en t' se réduira donc, pour ce même 
point, à 

— B/,/;/>Si;-i-C('Sa; 

(c/., supra, Tableau lo bis) et, puisque/, =/', =o, à 



Les termes en t^ doivent disparaître; celui-ci est le seul qui ne 
s'annule pas pour le point considéré; tous les autres sont nuls, 
quand même nn ne s'assujetiirail pas à la condition S'I> ^ o, 
car 2*26 et 2*" ne donnent pas de termes en ('. 

Or oKa n'est pas identiquement nul. On a, pour un point de la 
solntion périodique, 

rfio _ ''■"o _ d'^1 _ 
d/, '^ df, "'^ ~ °' 

mais on ne saurait avoir j^ =o; ce serait supposer qu il y a une 
inlinité continue de solutions périodiques de même période, ce 
qui n"a pas lieu. 

On peut remarquer toutefois que ^ contient en facteur la 
petite quantité, que je désigne par |ji, c'est-à-dire la masse du 
second corps, et par conséquent que oxo s'annule pour [a = 0| 
c'est-à-dire dans le mouvement képlérien. 

Les termes en t^ ne peuvent donc disparaître que si Ton a 



n=BS/.s/',. 

Mais cette dernière égalité montrerait que II se réduit à une 
forme quadratique binaire et par conséquent que son discri- 
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minant est nul. Ainsi le discriminant £i deU devrait s'annuler 
pour tous les points de toutes les solutions périodiques. 

288. Mais une relation algébrique telle que 

A =o 

ne peut pas, à moins de se réduire à une identité, être vraie pour 
tous les points de toutes les solutions périodiques. 
En effet, adjoignons à la relation 

('i) A = o 

deux autres relations 

(3) F = p, G = Y 

(où p el Y sont deux constantes arbitraires, F et G les deux fonc- 
tions ainsi désignées dans le numéro précédent) et une quatrième 
relation algébrique quelconque 

(0 H=:0, 

le nombre des solutions de ces quatre équations algébriques sera 
limité quelles que soient les constantes p et y. 

Considérons maintenant une solution périodique, les variables xi 
elyi seront développées suivant les puissances de (jl, sous la forme 

(^) 1 



De même F sera développable suivant les puissances de (jl et 

Ton aura 

F = Fo-h [JiF,-+- — 

G et H seront indépendants de [jl. 

Reste A; je dis que cette fonction, qui par hypothèse est algé- 
brique en Xi et j^,-, dépend de même algébriquement de a. 

En effet, en exprimant que 



/^n 



est un invariant intégral, on sera conduit à certaines relations où 
entreront les coefficients de II, leurs dérivées et les coefficients 
des équations différentielles du mouvement. 
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Nous avons supposé que n est une fonclion algébrique des x, 
et dei yi; nous pouvons supposer que cette fonction algébrique 
entre comme cas parliculier dans un type déterminé, ne conte- 
nant pas jx explicitement, mais dépendant algébriquement d'un 
certain nombre de paramètres arbitraires. Alors /\/n ne serait 
pas «n invariant intégral quels que soient ces paramètres, mais 
seulement quand ces paramètres prendront certaines valeurs par- 
ticulières, dépendant de [x. 

En exprimant que / \/U est un invariant intégral, on est con- 
duit à certaines équations algébriques entre [jl et ces paramétres; 
ces équations devront ftre compatibles et il est clair qu'on en 
tirera les paramètres en fonctions algébriques de [J-. 

Les coeflicienls de la forme II et A seront donc aussi algébriques 
en y.. 

L'équalion A^o est donc algébrique en ^; et nous pouvons 
supposer qu'on lui a fait subir une transformation telle que le 
premier membre soit un polynôme entier en u. 

Nous écrirons donc 

De plus, Ag ne sera pas identiquement nul, à moins que A ne le 
soit. Si, en effet, A^ s'annulait, A contiendrait un facteur ^, que 
l'on pourrait faire disparaître. 

La fonction A doit s'annuler quand on j- remplace ir,- et _j',- par 
les développements (5). Elle devient alors développabic suivant 
les puissances de )t. et, le terme indépendant de ^ devant s'annuler, 
on aura 



(3 bU) 
Remarqui 

(3 6», 



maintenant que l'on doit avoir 



% et Y„ éi 
souvenir que, pour [x 
képlérien. 



t des constantes. Il ! 



iffit, pour s'en assurer, de se 
ment se réduit au mouvement 
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Prenons maintenant, par exemple, 

H = a?} -H arî — I 
et écrivons l'équation 

(ibis) (arO)«-4-(a:S)«=i. 

Observons ensuite que, si l'on suppose [Jl = o, le troisième corps 
décrira une ellipse képlérienne; soient Ç et t) les coordonnées de 
ce corps, non par rapport aux axes mobiles, mais par rapport aux 
axes de symétrie de cette ellipse. 

Les équations de l'ellipse képlérienne s'écriront alors 

( î =$0-^ÇlCOS^-h 5,COS29-4-.. ., 

(6) { . . 

( 73= r,i sincp H- r^jsinî© H-. . .. 

Les coefficients Ç^, th^ dépendront de deux constantes qui sont 
le grand axe et l'excentricité de l'ellipse, et par conséquent de p© 
et Yo* On aura d'ailleurs 

où le moyen mouvement /i| dépend de po et où bjj est une nou- 
velle constante d'intégration. 

L'intersection de l'ellipse (6) avec le cercle 

aura lieu en deux points qui seront donnés par les équations 

(7) { = cosO, ï) = d:sinO, <p = d: «p©. 

On aura ensuite 

I a:? = Çcos(a)f -4- Tiyt)-h ï) sin(ti)i -4- cyj), 
I arj = Ç sin((i)< -4-TiJi) — T^ cos((o^ -^TtTj), 

où T1T2 est une nouvelle constante d'intégration. 

On obtiendra les solutions de l'équation (4 bis) en combinant 
les équations (7) et (8), ce qui donne 

ar} = cos I 6 H (90-^ ^Att — Wi)-*-©, , 

ar^ = cos — 6 H ( — oo -^ iArît — Wi) -4- Wj 

(k étant un entier quelconque). 
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Pour que la solutioa suit périodique, il faul eL il suflil que le 
rapport — soit comme os urable. Mettons ce rapport sous la forme 
d'une fraction réduite à sa plus simple expression et soit D soo 
dénominateur. On voit que l'équation (4 bis) admettra aD solu- 
tions distinctes. 

Les équations (2 615), (3 bis) et {4 bis) ne devraient admettre 
qu'un nombre limité de solutions quelles que soient les con- 
stantes Pa et Yo- Of je puis choisir pj de telle sorte que — ail 
telle valeur que je veux et, par conséquent, que D soit aussi 
^od que je veux. 

Cela ne peut arriver que si Ao et par conséquent si A est 
identiquemenl nul. 

Par conséquent le discriminant de la forme II est identique- 
ment nul et celte forme doit se réduire à une forme binaire. 

On démontrerait de la même manière qu'au sens du n" 2S7 il 
ne peut pas arriver que toutes les solutions périodiques soient 
singulières. 

La démonstration n'est ainsi donnée que dans un cas IrÈs par- 
ticulier, mais on peut entrevoir la possibilité d'une extension au 

289. La forme II, regardée comme forme binaire, doit se 
réduire à 

pour un point d'une solution périodique; la forme binaire !;era 
donc définie {c'esl-à-dîre égale à la somme de deux carrés) si la 
solution périodique est stable, c'est-à-dire si les exposants carac- 
téristiques sont imaginaires; elle sera indéfinie (c'est-à-dire égale 
i la différence de deux carrés) si la solution périodique est instable, 
c'est-à-dire si les exposants caractéristiques sont réels. 

Supposons encore fji très petit el reprenons l'équation (4 bis). 

D'après les principes du Chapitre III (n" -iâ), pour une valeur 
donnée de ^o, nous aurons au moins deux solutions périodiques 
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dont une stable et une instable. Soient 



cy,, TU-, TU., Tïl, 



les valeurs correspondantes des constantes t7| et W2 
Soient 



(0 



rii 



o-H---((po-Tïiî)-f-Tij; = 4/', 

Féquation (4 bis) nous donnera, pour la première solution pério- 
dique, 

x\ = cos ( ^l' H ) 

et pour la seconde 

Nous pourrons, sans restreindre la généralité, supposer <{/''> ^j/ et 
d'ailleurs tj;' et tj/" compris entre o et — • Alors la forme II sera 



définie pour x\ = 


cos(4,'+ jj), 


indéfinie pour a?} = 


cos(^--^ d)' 


déGnie pour x\ — 


cos(f^^), 


indéfinie pour x\ = 


cos(^'-.Ç). 

» 



définie pour a:} = 008(4^' -h ^tt), 
indéfinie pour arj = cos(4''' -f- 2ir); 

ce qui montre que le discriminant de II considéré comme forme 
binaire doit s'annuler au moins 2D fois, d'où l'on conclurait, 
comme plus haut, qu'il est identiquement nul. 

La forme II se réduit donc à un carré; donc, comme elle doit 
être égale à 



INVARIANTS INTÉGRAUX ET SOLUTIONS ASTM PTOTIQUES. iBg 

pour tous les points d'une solution périodique, elle devrait s'an- 
nuler pour tous ces points. 

Le même raisonnement montrerait encore qu'elle est identi- 
quement nulle. 

En résumé, au moins pour le cas particulier du problème res- 
treint, il n'y a pas d'autre invariant quadratique que celui qui est 
connu. 
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STABILITÉ A LA POISSON. 



Diverses définitions de la stabilité* 

290. Le mot stabilité di été entendu sous les sens les plus diffé- 
rents^ et la différence de ces divers sens deviendra manifeste si 
Ton se rappelle l'histoire de la Science. 

Lagrange a démontré qu'en négligeant les carrés des masses, 
les grands axes des orbites demeurent invariables. Il voulait dire 
par là qu'avec ce degré d'approximation les grands axes peuvent 
se développer en séries dont les termes sont de la forme 

Asin(a^H- p), 

A, a et ^ étant des constantes. 

Il en résulte que, si ces séries sont uniformément convergentes, 
les grands axes demeurent compris entre certaines limites; le 
système des astres ne peut donc pas passer par toutps les situations 
compatibles avec les intégrales des forces vives et des aires, et de 
plus il repassera une infinité de fois aussi près que l'on voudra 
de sa situation initiale. 

C'est la stabilité complète. 

Poussant plus loin l'approximation. Poisson a annoncé ensuite 
que la stabilité subsiste quand on tient compte des carrés des 
masses et qu'on en néglige les cubes. 

Mais cela n'avait pas le même sens. 

Il voulait dire que les grands axes peuvent se développer en 
séries contenant non seulement des termes de la forme 

A 8in(a^ -4- P), 



inais des termes de la forme 

La valeur du grand ave éprouve slors de continuelles oscilla- 
lioDS, mais rien ne prouve que l'amplitude de ces oscillations ne 
«::rott pas indt-finimeni avec lo temps. 

Nous pouvons affirmer que le système repassera toujours une 
înCnité de fois aussi près qu'on voudra de sa situation initiale; 
mais non qu'il ne s'en éloignera pas beaucoup. 

Le mot de slabilité n'a donc pas le même sens pour Lagrange 
et pour Poisson. 

Eucore convient-il d'observer que les théorèmes de Lagronge 
et de Poisson comportent une importante exception : ils ne sont 
pins vrais si le rapport des moyens mouvements est commensu- 
rutile. 

Les deux géomètres n'en concluent pas moins à la slabilité 
parce qu'il est infiniment peu probable que ce rapport soit 
exactement commensurable. 

Il y a donc lîeu de définir e\actement la stabîli 

Pour qu'il y ait stabilité complète dans le pi 
corps, il faut trois conditions : 

1° Qu'aucun des trois corps ne puisse s'éloigner indéfiniment; 

a" Que deux des corps ne puissent se choquer et que la distance 
de ces deux corps ne puisse descendre au-dessous d'une certaine 
limite; 

3" Que le système vienne repasser une infinité de fois aussi 
près que Ton veut de sa situation initiale. 

Si la troisième condilion est seule remplie, sans que l'on sache 
si les deuï premières le sont, je dirai qu'il y a seulement slabilité 
à la Poisson. 

Il y a un cas oi!i, depuis longtemps, on a démontré que la pre- 
mière condition est remplie. Nous allons voir que la troisième 
l'est également. Quant à la deuxième, je ne puis rien dire. 

Ce cas est celui du problème du n" 9, où l'on suppose que 
les trois corps se meuvent dans un même plan, que la masse du 
troisième est nulle, que les deux premiers décrivent des circon- 
férences concentriques autour de leur centre de gravité commun. 
C'est ce que j'appellerai, pour abréger, le problème restreint. 



■oblème des trois 
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Mouvement d'un liquide. 

291. Pour mieux faire comprendre le principe de la démon- 
stration je vais d'abord prendre un exemple simple. 

Considérons un liquide enfermé dans un vase de forme inva- 
riable et qu'il remplit complètement. Soient x^y^ z les coordon- 
nées d'une molécule liquide, u^ v, w les composantes de sa vitesse, 
de telle façon que les équations du mouvement s'écrivent 

^ ^ u s? w 

Les composantes u^ v^ sv sont des fonctions que je suppose don- 
nées de x^ y^ z et t. 

Je supposerai le mouvement permanent de telle façon que £/, 
v^ w ne dépendent que de x^ y et z. 

Gomme le liquide est incompressible, on aura 

du di> dw 
ax dy dz 



En d'autres termes, le volume 



/ 



dx dy dz 



est un invariant intégral. 

Étudions la trajectoire d'une molécule quelconque : je dis que 
cette molécule repassera une infinité de fois aussi près que l'on 
voudra de sa position initiale. Plus exactement, soit U un volume 
quelconque intérieur au vase et aussi petit que l'on voudra; je 
dis qu'il y aura des molécules qui traverseront une infinité de fois 
ce volume. 

Soit Uo un volume quelconque intérieur au vase; les molécules 
liquides qui remplissent ce volume à l'instant o rempliront à 
l'instant t un certain volume U|, à l'instant 2-: un certain volume 
Ua, . . ., à l'instant ri'z un certain volume U«. 

L'incompressibilité du liquide ou, ce qui revient au même, 
l'existence de l'invariant intégral nous montre que tous les 



t 



sont égaui entre eux. 

Soit V le volume lolal du vase, si 



V -:; U„- 



-U.-+ 



"D,. 



II est donc impossible que Inus ce^ volumes Un, U|, ..., U„ 
soient tous extérieurs les uns aux autres; il faut cjuc deux au 
moins d'entre eux, U,- el U^, par exemple, aient une partie 

Je dis (jne, si U, el U* ont une partie commune, il en sera de 
même de Va et UA_,(en supposant par exemple ^>/). Soit en 
elTet M un point commun à U, et à Vh', la molécule qui est au 
point M à l'instant /t est à l'instant o en un point Mg appartenant 
à Uo, puisque le point M appartient à U,. 

De même la molécule qui est au point M à l'instant Xt est à 
l'instant (A' — /)t au point M», puisque le mouvement est perma- 
nent; elle est, d'autre part, ù l'instant o, en un point M, appai- 
tenantà U« puisque M appartient ^ XJ/, et nous devons en conclure 
en outre que Mg appartient à (i«_,. 

Donc (J*_i el Uo ont des points communs. c. q. t. d. 



On peut donc choisir le m 
tient une partie commune. 



mbre a de telle sorte que Uo et Ua 



Soit U|, cette partie commune, et formons U',, U!,, . ■ ■ avec U^ 
comme nous avons formé U|, U), . . . avec Uo- Nous pourrons 
trouver un nombre p tel que Uj et Up aient une partie commune. 

Soit Uô cette partie commune. 

Nous pourrons trouver un nombre ■[• tel que Uj el U^ aieiil une 
partie commune. 

Et ainsi de suite. 

a résulte de là que U; fait partie de U„, U' de U'„, U; de U;, . . . - 
En général, U^'*" fera partie de \}'^\ Quand le nombre p croît 
tndéfiniment, le volume Uy'" devient donc de plus en plus petit. 

D'après un théorème bien connu, il j aura au moins un point, 
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peul-êire plusieurs, peut-être une infinité qui appartiendront à la 
fois à Uo, à U'^, à UJ, . . . , et à lJ^f\ quelque grand que soit p. 

Cet ensemble de points que j'appelle E sera en quelque sorte la 
limite vers laquelle tend le volume UJ/'*, quand p croît indéGni- 
ment. 

Il pourra se composer de points isolés; mais il pourra en être 
autrement; il pourra arriver, par exemple, que E soit une région 
de l'espace de volume fini. 

Une molécule qui sera à l'intérieur de U'^, et, par conséquent, 
de Ua à l'époque zéro, sera à l'intérieur de Uo à l'époque — aT. 

Une molécule qui sera à l'intérieur de UJ, et, par conséquent, 
de Uji à l'époque zéro, sera à Tintérieur de U;, à l'époque — ^r 
et, par conséquent, à l'intérieur de Uo à l'époque — (a -h P)t. 

Une molécule qui sera à l'intérieur de UjJ à l'époque zéro, sera 
à l'intérieur de UJJ à l'époque — yT, à l'intérieur de U'^ à l'époque 
— (P 4- y)t et à l'intérieur de Uo à l'époque — («4- fJ -h y)"^- 

Comme U^, UJ, U'^ font partie de U©, celte molécule sera à 
quatre époques différentes (multiples de t) à l'intérieur de Uq. 

De même, et plus généralement, une molécule qui se trouvera 
à l'intérieur de Uj/*' à l'époque zéro, se sera trouvée à p époques 
différentes antérieures (qui seront égales à des multiples négatifs 
de t) à Tintérieur de Uq. 

Et comme E fait partie de UJ/*', quelque grand que soit />, il en 
résulte qu'une molécule, qui, à l'époque zéro, fait partie de E, tra- 
verse Uo à une infinité d'époques différentes, toutes égales à un 
multiple négatif de t. 

Il y a donc des molécules qui traversent le volume U© une infi- 
nité de fois, et cela quelque petit que soit ce volume. 

G. Q. F. D. 



Les équations 



deviennent 



dx _ dy _ dz _ . 
u ~' V "" iV ~ 



dx dy dz , 

= — — = = dt, 

— u — V — w 



quand on change /en — £; elles conservent donc la même forme. 

Eu conséquence, de même que nous venons de démontrer qu'il 

y a des molécules qui traversent U© une infinité de fois avant 
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Vépoque zéro, nous aurions pu dëmonlrcr qu'il y des molécules 
qui traversent Uo une infinité de fois après Vépoque zéro. 

Le raisonnement qui précède nous fait connaître les époques 
où Uo est traversé par une molécule qui, à l'époque zéro, fait partie 
deE. 

Étant à l'intérieur de E et, par conséquent, de U„ et de Ua à 
l'époque zéro, elle sera à l'intérieur de Uo à l'époque 



aT. 



Étant à l'intérieur de E et, par conséquent, de U* et de U'çj à 
l'époque zéro, elle sera à l'intérieur de U'^, et de Ua à l'époque 

Cl à l'intérieur de Uo à l'époque 

-(a + 3)T. 
Elle sera donc à l'intérieur de U© aux deux époques — ^t et 

Comme elle fait partie de E et de U'^' à l'époque zéro, elle fera 
partie de UJ à l'époque — yT, de U,, à l'époque — ( ? + y)*:, de Uo 
à l'époque — (* 4- P -f-T)'? ^^ sorte qu'elle traversera Uo aux 
trois époques 

A l'époque — y^ elle fait partie de UJ et, par conséquent, de U'^ 
et de Ua; à Tépoque 

elle fera donc encore partie de Uo. 

En résumé, cette molécule devra traverser Uo aux diverses 
époques 

-(an-p)^, — O-hy)*^» — (« + ï)', •.., 
— (a-f- (î-f-Y)-: , , ..., 



> • • • » 



le coefficient de — Tétant ainsi une combinaison quelconque des 
nombres a, P, y, .... 

Quelles sont maintenant, parmi toutes ces époques, celles où la 

H. P. -m. 10 
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molécule sera non seulement à rintérieur de Uo, mais à l'intérieur 
de U;. 

Il est aisé de voir qu'il suffit de prendre les combinaisons où 
n'entre pas le nombre a. 

Les époques où la molécule sera à l'intérieur de UJ correspon- 
dront de même aux combinaisons où n'entrent ni le nombre a, ni 
le nombre p. 

292. Reprenons les volumes 

(l) Uo, Ui, U2, ..., Un- 

Je conviendrai de dire, pour abréger le langage, que chacun 
d'eux est le conséquent de celui qui est placé avant lui dans la 
suite (i) et V antécédent decelui qui est placé après lui. 

De même, U2, U3 seront le deuxième, le troisième conséquent 
de Uo. 

Je puis prolonger la suite (i), au delà de U/i, en construisant 
les conséquents successifs de U,i 

^n-Hli tJ/t4-2> .... 

Je puis également la prolonger vers la gauche et construire les 
antécédents successifs de Uo 

U_i, U_2, . . ., 

de telle sorte que les molécules qui sont dans Uo, à l'époque zéro, 
sont dans U_i à Tépoque — t et dans U_2 à l'époque — 2t. 

Gela posé, si je désigne toujours par V le volume total du vase 
et par k un entier quelconque; si Ton a 

A:V<(/i-+-i;Uo, 

il j aura des points qui feront partie à la fois de A* 4- i volumes de 
la série (i). 

En effet, la somme des volumes de la série (1) est égale à 
(n -i- i)Uo; si aucun point ne pouvait faire partie à la fois de plus 
de k de ces volumes, celte somme devrait être plus petite que AV. 

Nous pourrons donc trouver dans la série (i) A -h i volumes 

l-Ja„j tJa,» Ua,» ..-, Uaj, 

qui auront une partie commune. 
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J'en déduis que les /: -+- 1 volumes 

ont une partie commune. 
Soit, par exemple, A" = 2, 

aV<(/i-M)Uo, 
on pourra trouver trois volumes 

qui auront une partie commune; les indices a, p, y satisfaisant 
aux conditions 

ola^n; ojp^/i; ©iy^'»; a < p < y. 

On en déduit que les trois volumes 

ont une partie commune, et qu'il en est de même des trois vo- 
lumes 

ou des trois volumes 

293. Nous avons vu plus haut qu'il y a des molécules qui tra- 
versent Uo une infinité de fois aidant l'époque zéro, et d'autres 
qui traversent Uo une infinité de fois après l'époque zéro. Je me 
propose d'établir qu'il y en a qui traversent Uo une infinité de fois, 
tant aidant qu'après l'époque zéro. 

Soit Uo nn volume quelconque; d'après le numéro précédent 
nous pouvons toujours trouver deux nombres a et a, le premier 
négatif, le second positif et tels que les trois volumes 

U«, Uo, La 

aient une partie commune. Soit U'^, cette partie commune. 

Toute molécule qui sera dans U'^ à l'époque zéro, sera dans Uo 

aux trois époques 

— sT, o, — ax. 



l48 CHAPITRE XXVI. 

De ces trois époques, la première est négative, la dernière 
positive. 

Notre molécule traversera donc Uo au moins une fois avanl 
Tépoque zéro et au moins une fois après cette époque. 

Opérant ensuite sur U'^ comme sur Uo, nous trouverons deux 
nombres b et (3, le premier négatif, le second positif et tels que 
Jes trois volumes 

U/), u;, u'p 

aient une partie commune. Soit U* cette partie commune. 

Toute molécule qui sera dans Uq à Tépoque zéro sera dans U'^ 
aux trois époques 

— aT, O, rtT, 

et, par conséquent, dans Uo aux cinq époques 

De ces époques les deux premières sont négatives, les deux 
dernières positives. 

Toute molécule qui sera dans U* à l'époque o, traversera Uo 
au moins deux fois avant l'époque zéro, et au moins deux fois après 
celte époque. 

Et ainsi de suite. 

On formerait U^' avec UJ, UJJ^ avec U^, et l'on verrait que toute 
molécule qui sera dans UJ/'' à l'époque o, traverse Uo au moins 
p fois avanl l'époque zéro et au moins/? fois après cette époque. 

Mais U'^, fait partie de U©, UJ de U'^, et ainsi de suite. 11 y aura 
donc un ensemble de points E (comprenant au moins un point) 
et qui fera partie à la fois de tous les volumes UJ/'' quel que soit/>. 

Toute molécule qui, à l'époque zéro, sera à l'intérieur de E sera 
donc également à l'intérieur de 

Uo, lii, U;, ..., U;,"', adinf. 

puisque E fait partie de tous ces volumes. 

Elle traversera donc Uo une infinité de fois avant l'époque o, 
et une infinité de fois après celte époque. 

Il existe donc des molécules qui traversent Uo une infinité de 
fois tant avanl qu'après l'époque zéro. c. q. f. d. 
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304. L'ensemble E, tel qu'il a i^lé défini dans le d" 291 (de même 
ijne l'ensemble E consid(jri5 dans le numfiro préc(;denl), piiul se 
composer d'un seul point {quoique, bien ca tendu, il y ait toujours 
ime inliiiilé de molécules qui traversent Uo une inGnit<^ de fois). 

Il peut se composer d'un nombre Cni de points ou d'un nombre 
infini de points discrets. 

On pourrait aussi supposer que cet ensemble E possède un 
volume (ini; vojons quelles seraient les conséquences de celte 
hjpotlièse. Raisonnons sur l'ensemble £ délini dans le n" 291 . 

Je considère la suite des nombres entiers 



uméro et je disque l"oi 



En efTel, Ua est le premier des conséquents de Uo qui a une 
partie commune avec Uo- 

Up est le premier des conséquents de U'„ qui a une partie com- 
mune avec U^. 

Mais (j'Ô fait partie de Un, et Up de Uj. Si donc Up a une partie 
rommune avec U',,, c'est que U^ est un des conséquents de Uo qui 
n une partie commune avec Uo. Cela entraîne l'inégalité 

On trouverait de même 

Les nombres a, fS, "i, S, . . . vont donc toujours en croissant, ou, 
du moins, ne décroissent jamais. 

D'autre part, nous avons, d'après le n" 291, 



~ L/ 



On a évidem 



^-T< 



u; 



i E a un volume fini que j'appelle aussi E, il vient, quel qui 
E < VJ" 
puisque E fait partie de tJ„'". 



^np, 



l5o CHAPITRE XXVI. 

Les nombres a, ^^ y, . . . sont donc tous plus petits que 

V 

Ils ne peuvent donc croître au delà de toute limite et nous pou- 
vons conclure que, dans la suite des nombres a, ^, . . .^ à partir 
d'un certain rang, tous les termes sont égaux entre eux. 

Supposons qu'à partir du/>® rang, tous ces termes soient égaux 
à X. 

Alors U^f^ et UJ^* auront une partie commune qui sera Ui/'"*'*\ 
UJ/^*' et Uj^"^*^ auront une partie commune qui sera Ui/*"*"^' et ainsi 
de suite. 

Soit Ex le X^ conséquent de E. 

E est l'ensemble des points qui font partie à la fois de Uo, U'^,, 
UJ, . . . , ad in/,; Ex sera l'ensemble des points qui font partie à 
la fois de Ux, Ux, Ux, . . •; je pourrais dire aussi que E est l'en- 
semble des points qui font partie à la fois de 

(I) W^'\ W^'\ '" 

puisque chacune des régions Uo, U'^, ... n'est qu'une portion de 
la précédente. De même Ex est l'ensemble des points qui font 
partie à la fois de 



(a) ur, u 



p+i) 



Mais UJ/*^*' est une partie de l]^^\ U^f'^^^ est une partie de 
U^^"*"*', . . .; chaque terme de la série (2) est une partie du terme 
correspondant de la série (i). Donc E est une partie de Ex ou 
coïncide avec Ex. 

Or, nous avons supposé que E était une certaine région de 
l'espace ayant un volume fini. Le fluide étant incompressible, son 
X® conséquent Ex devra être aussi une certaine région de l'espace 
ayant le même volume. E ne peut donc être une partie de Ex- 
Donc E et Ex coïncide. 

Si donc on suppose que E soit une certaine région de l'espace 
ayant un volume fini, il faut admettre que E coïncide avec l'un de 
ses conséquents. 

295. Voici quelques théorèmes qui sont presque évidents et 



que je me borne a 



ceux des consf queots de Un qui ont une partie commune avec U» ; 
les nombres x^ sont rangés par ordre de grandeur croissante; on 
aura 

^ V 

, + v^i^o- 

Soient ensuite 

Vt„ l'y , U,^, 

[A conséquents de Uo, ayanl une partie commune entre eux et 
avec U„, Je choisis ces nombres y de façon que f^ soit aussi petit 
que possible; on aura 



Si nous reprenons les notations du n" 291, et que nous dési- 
gnions par L'a le premier conséquenl qui ait une partie commune 
avec Lie, p*'' UJ, cette partie commune, par Uj le premier consé- 
quent de U'o qui ait une partie commune avec U'^ ; je dis que, si ^ 
n'est pas égal à a, on aura 

et, en elTet, Up_a aura une partie commune avec Uo- 

Probabilités. 

296. Nous avons vu au n" 291 qu'il j a des molécules qui tra- 
versent Uo une infinité de fois. D'autre part, en général, il j en a 
d'autres qui ne traversent Uo qu'un nombre fini de fois. Je me 
propose de montrer que ces dernières doivent élre regardées 
comme exceptionnelles ou, pour préciser davantage, que la prc- 
babilité pour qu'une molécule ne traverse Uo qu'un nombre fini 
de fois est infiniment petite, Ji l'on mimet que cette molécule est 
k l'intérieur de Uo à l'origine du temps. Mais il faut d'abord que 
j'explique le sens que j'attacbeau mot probabilité. Soil!p(j?,_/, :) 
une fonction quelconque positive des trois coordonnées x,y, Z\ 
je conviendrai de dire que la probabilité pour qu'à rinslanl f = o 
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une molécule se trouve à rinlérieur d'un certain volume est pro 
portionnelle à l'intégrale 



J = / o{x,y, z)dxdydz 



étendue à ce volume. Elle est égale, par conséquent, à l'intégrale J 
divisée par la même intégrale étendue au vase V tout entier. 

Nous pouvons choisir arbitrairement la fonction ç, et la proba- 
bilité se trouve ainsi complètement définie; comme la trajectoire 
d'une molécule ne dépend que de sa position initiale, la probabi- 
lité pour qu'une molécule se comporte de telle ou telle manière 
est une quantité entièrement définie dès qu'on a choisi la fonc- 
tion (p. 

Cela posé, je prendrai d'abord tout simplement <p = i, et je 
chercherai la probabilité p pour qu'une molécule ne traverse pas 
plus de k fois la région U© entre l'époque — n-z et l'époque zéro. 

Soit donc 0*0 une région faisant partie de \Jq et définie par la 
propriété suivante. Toute molécule qui à l'origine du temps sera 
à l'intérieur de o-q ne traversera pas Uo plus de k fois entre les 
époques — /i't et o. 

Si nous admettons que notre molécule est à l'intérieur de Uo à 
l'époque zéro, la probabilité cherchée sera 

Soient 

les n premiers conséquents de o-q. Il ne pourra pas y avoir de 
région commune à plus de k des n -4- i régions 

sans quoi, toute molécule qui, à l'époque zéro, se trouverait dans 
cette région commune traverserait o-o ^t, par conséquent, Uo plus 
de k fois entre les époques — /it et o. 

On a donc 

(n-+-i)cjo< A'V, 



et, par conséquent, 



P< 



(/i-+-i)Uo 



iClil que soil Uo, quelque grand que s 
toujours prendre n assez grand pour que le second membre de 
^«Ile ini.'galilé soil aussi peli'l que l'on veul. Donc, quand n lend 
vers l'infini, p tend vers zéro. 

Donc, la probabilité pour qu'une molécule qui, à l'origine du 
■.«■mps, se trouve dans la région Uo ne traverse pas celle région 
|:slus de A fois entre les époques — x cl o, cette probabilité, dis-j«, 
est infiniment petite. 

De même, est infiniment petite la probabilité pour que cette 
molécule ne traverse pas cette région plus de k fois entre iea 
époques o el -i- x. 

Faisons maintenant n = /c" -\- x. La probabilité pour que notre 
xnolécule ne traverse pas Uo plus de i( fois, entre les époques 
— (ft' + z)-^ et 0, sera plus petite que 



Elle tend donc vers zéro quand /■ croît indéfiniment. 

La probabilité P pour que notre molécule ne traverse pas Uo 
une infinité de fois, entre les époques — ao et o, est donc inGni- 
mcnt petite. 

El, eu ellel, cette probabilité P est la somme des probabilités 
pour que la molécule traverse Uo une fois senlcmenl, pour qu'elle 
traverse Ug deux fois et deux fois seulement, pour qu'elle traverse 
U( trois fois et trois fois seulement, etc. 

Or, la probabilité pour que la molécule traverse U» fi fois el X' 
fois seulement, entre les époques — ce et o, esl évidemment plus 
petite que la probabilité pour qu'elle traverse Uo k fois ou moins 
de /c fois entre les époques — (A' -H x)t el o, plus petite par con- 
séquent que 



La probabilité totale P esl donc plus petite que 



M-r + ^jU, (^-<jjU. ■■■^(A>-^^^i)lIo ■■■• 

La série du second membre est uniformément convergente. 
Chacun des termes tend vers zéro quand x tend vers l'infini. Donc 
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la somme de la série tend vers zéro. Donc P est infiniment petit. 

De même, est infiniment petite la probabilité pour que notre 
molécule ne traverse pas Uo une infinité de fois entre les époques o 
et +00. 

Les mêmes résultats subsistent quand, au lieu de prendre ^ = i , 
on fait tout autre choix pour la fonction (f. 

L'égalité (i) doit alors être remplacée par la suivante 

où J (o-o) et J(Uo) désignent l'intégrale J étendue respectivement 
aux régions o-© ^t Uo. 

Je suppose que la fonction cp est continue; par conséquent elle 
ne devient pas infinie; et je puis lui assigner une limite supé- 
rieure |Ji; on aura alors 

J(^o)< f^^o, 

et puisque 

(/i-f-i)(cio)<A:V, 

on en déduira 



P< 



(/i-hi)J(Uo) 



Quelque petit que soit J(Uo), quelque grand que soit A", on 
pourra toujours prendre n assez grand pour que le second membre 
de cette inégalité soit aussi petit que Ton veut. Nous retombons 
donc sur les mêmes résultats qui sont ainsi indépendants du 
choix de la /onction <p. 

En résumé, les molécules qui ne traversent Uo qu'un nombre 
fini de fois sont exceptionnelles au même titre que les nombres 
commensurables qui ne sont qu'une exception dans la série des 
nombres, pendant que les nombres incommensurables sont la 
règle. 

Si donc Poisson a cru pouvoir répondre affirmativement à la 
question de la stabilité telle qu'il l'avait posée, bien qu'il eût 
exclu les cas où le rapport des moyens mouvements est commen- 
surable, nous aurons de même le droit dé regarder comme dé- 
montrée la stabilité telle que nous la définissons, bien que nous 
soyons forcés d'exclure les molécules exceptionnelles dont nous 
venons de parler. 



STABILITÉ A LA POISSON. l55 

J'ajouterai que l'existence des solutions asymptotiques prouve 
suffisamment que ces molécules exceptionnelles existent réelle- 
ment. 

Extension des résultats précédents. 

297. Jusqu'ici nous nous sommes bornés à un cas très parti- 
culier, celui d'un liquide incompressible enfermé dans un vase, 
c'est-à-dire, pour parler le langage analeptique, celui des équa- 
tions 

dx __ dy __ dz 

T "■ T " T ' 

où X, Y, Z sont trois fonctions liées entre elles par la relation 

d^ d\ dX _ 
dx dy dz 

et telles qu'en tous les points d'une surface fermée (celle du vase) 

on ait 

l\ -H m\ -+- nZ = G, 

• 

/, m, n étant les cosinus directeurs de la normale à cette surface 
fermée. 

Mais tous les résultats précédents sont encore vrais dans des cas 
beaucoup plus étendus sans qu'il j ait rien à y changer, non plus 
qu'aux raisonnements qui y conduisent. 

Soient n variables X\^ X2^ . . ., x„^ satisfaisant aux équations 
difTérenti elles 

dxi dxt dxn 

(I) ;?/ = -=^ = -=^ =...= -y-j 

Al As A/i 

où Xj, X2, ..., X,|, sont n fonctions uniformes quelconques, 
satisfaisant à la condition 

rfMX, dMXt dMXn 

H -h. . .-4- = O 

dxi dx^ dxfi 

de telle façon que les équations (1) admettent l'invariant intégral 

(a) I Mdxidx^. . ,dxn. 
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Je suppose de plus que M est positif; nous dirons alors que le^ 
équations (i) admettent un invariant intégral positif. 

Je suppose encore que les équations (i) soient telles que si le 
point (Xi, ^To, . . ., j:,i) se trouve à Torigine du temps à l'intérieur 
d'un certain domaine V (qui joue le même rôle que jouait tout à 
l'heure le vase où le liquide est enfermé) il restera indéfiniment à 
l'intérieur de ce domaine. 

Je suppose enfin que l'intégrale 



/' 



M djTi dxf . , . dx, 



étendue à ce domaine est finie. 

Dans ces conditions, si l'on considère un domaine U© contenu 
dans V, on pourra choisir d'une infinité de manières la position 
initiale du point (^i, 0:2, . . ., ^,/) de telle sorte que ce point tra- 
verse une infinité de fois ce domaine Uo- Si ce choix de la posi- 
tion initiale est fait au hasard à l'intérieur de Uq, la probabilité 
pour que le point (Xi , 0^2, • • • , Xn) ne traverse pas une infinité de 
fois le domaine U© sera infiniment petite. 

En d'autres termes, si les ciropnstances initiales ne sont pas 
exceptionnelles, au sens que j'ai donné ])lus haut à ce mot, le 
point (Xi, X2', . . ., Xfi) repassera une infinité de fois aussi près 
que l'on voudra de sa position initiale. 

Il n'y a d'ailleurs rien à changer aux démonstrations qui pré- 
cèdent. Nous retrouverons, par exemple, l'inégalité 

V<(/i-+-i)Uo, 

où V et Uo désigneront l'intégrale (2) étendue respectivemcDl 
aux domaines V et Uo. f 

Nous pourrons en déduire les mêmes conséquences; en effet, 
l'intégrale (2) étant par hypothèse essentiellement positive jouira 
de la même propriété que le volume, à savoir qu'étendue à un 
domaine tout entier, elle sera plus grande qu'étendue seulement 
à une partie de ce domaine. 

298. Comment verrons-nous maintenant s'il existe un do- 
maine V tel que le point (x^f x^i . . ., a:^) reste toujours à l'inté- 
rieur de ce domaine s'il y est à l'origine des temps. 
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Supposons que les équations (i) admettent une intégrale 

F(tijX2, . . . , .r„ ) = const. 
Considérons le domaine V défini par les inégalités 

où h et h' sont deux constantes quelconques, aussi rapprochées 
qu'on le voudra. 

Il est clair que si ces inégalités sont satisfaites à l'origine des 
temps, elles le seront toujours. Le domaine V satisfait donc bien 
aux conditions proposées. 

Application au problème restreint. 

299. Nous allons appliquer ces principes au problème restreint 
<lu n** 9; une masse nulle, mouvement des deux autres masses 
circulaire, inclinaison nulle. Si nous rapportons la masse nulle 
dont nous étudions le mouvement à deux axes mobiles tournant, 
autour du centre de gravité commun des deux autres masses, avec 
une vitesse angulaire constante n égale à celle de ces deux autres 
masses; si nous désignons par $, r^ les coordonnées de la masse 
nulle par rapport aux deux axes mobiles, et par V la fonction des 
forces, les équations du mouvement s'écriront 

dt-^' dt " ' ' 

rfr/ ,, , d\ 

dt ^ ' dr^ 

et l'on voit tout de suite qu'elles admettent un invariant intégral 
positif 

(2) f d\ dr, d':! dr: . 

D'autre part, elles admettent l'intégrale de Jacobi 

(3) ?_:i:t^ = V -^ - (î' ^ r,î) + /^ 

Il étant une constante. 
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Comme Ç'*4- V^ est essentiellement positif, on doit avoir 

(4) V-4-^({»4-V)>-A. 

Nous sommes donc conduits à construire les courbes 



n 



y -\- — (Ç*-f-Yi*)= const. 

Le premier membre de la relation (4) est essentiellement posi- 
tif, car nous avons 

\ = — -t- — , 
ri Tj 

OÙ /?2| et m2 sont les masses des deux corps principaux, r^ el /'a 
leurs distances à la masse nulle. Le premier membre de (4 ) devient 
infini pour Ti = o, pour /'a = o ainsi qu'à l'infini; il doit donc 
avoir au moins un minimum et deux points où ses deux dérivées 
premières s'annulent sans qu'il y ait ni maximum, ni minimum. 

Plus généralement, s'il y a /i minima ou maxima relatifs il y 
aura /i -{- 1 points où les deux dérivés s'annulent sans qu'il y ail 
ni maximum ni minimum. 

Mais il est évident que ces points où les deux dérivées s'annulent 
correspondent à ces solutions particulières du problème des trois 
corps que Laplace a étudiées dans le Chapitre VI du Livre X de sa 
Mécanique céleste. 

Or on obtient deux de ces points, en construisant sur //i| m2 un 
triangle équilaléral, soit au-dessus, soit au-dessous de la droite 
ni^m^ que nous prenons pour axe des Ç. Le troisième sommet de 
ce triangle est une des solutions de la question. 

Tous les autres points satisfaisant à la question sont sur l'axe 
des Ç. Or il est aisé de voir que le premier membre de (4), quand 
Ç varie de — oc à + oc, présente trois minima et trois seulement, 
le premier entre l'infini et la masse mi, le second entre les deux 
masses m^ et m^, le troisième entre l'infini et la masse tn^* 

En cflTet la dérivée -rz -\- n-^ne s'annule (pour 74=0) qu'une 

seule fois dans chacun de ces intervalles, puisqu'elle est la somme 
de trois termes qui sont tous croissants. 



r 



Les equoiloDs 



</î " 



qui expriment que le premier membre de (4) 8 ses deux dérivées 
nulles, n'oDl doDC que cinq solutions, à savoir les points B| et Bj 
sommets des triangles équilaléraus, les points A,, Ai et Aj situés 
sur l'axe des Ç; nous supposerons que ces points s'y rencontrent 
dans l'ordre suivant 






Il reste à 



quels sont ceux de ces poi 



ils qui correspondent 
en a deux. 



a savoir qui 
à un minimum, nous savons d'avance qu'i 

Remarquons que si nous faisons varier d'une maniâre continue 
les deux masses m, et niu, un quelconque des cinq points A et B 
correspondra toujours à un minimum ou n'y correspondra jamais. 
On ne pourrait, eneffel, passer d'un cas àfanlre que si le hessien 
du premier membre de (4) s'annulait, c'est-à-dire si deux des 
points A et B se confondaient, ce qui n'arrivera jamais. 

II suffira donc d'examiner un cas particulier, par exemple celui 
où ni, = /M3. Dans ce cas, la symélric suffit pour nous avertir que 
les deux solutions A, et A, doivent être de même nature, de 
même que les deux solutions B| et B^; ce sont donc A, et A^ 
seulement, ou Ijîen B, et Bj seulement qui correspondent à un 
minimum. Donc Aj ne correspond pas à un minimum. 

On reconnailrail que A, ne correspond pas à un minimum. 

Les deux minima correspondent donc à B| et Uj. 

Supposons maintenant m, beaucoup plus petit que nij, ce qui 
est le cas de la nature. 

Four des valeurs suffisamment grandes de — /i, la courbe 



V- 



;')- 



secomposcra de trois branohes'fermées C, entourant m,, Ca entou- 
rant nij et C, entourant C, et Cj. Pour des valeurs plus petites, 
elle comprendra deux branches fermées, C, entourant m, et wi^, 
C] entourant C|. 

Pour des valeurs plus petites encore, nous aurions une seule 
branche fermée laissant /fii et /Ngen dehors, et entourant B| etBj. 



i6o 
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Eofin pour des valeurs encore plus petites, nous aurons deu 
courbes fermées symétriques l'une de l'autre entourant respect! — 
vement B| et B2. 

Ce que nous allons dire s'applique seulement aux deux pre — 
mîers cas; nous laisserons donc de côté les deux derniers. 

Dans le premier cas, l'ensemble des points satisfaisant à l'iné- 
galité (4) se décompose en trois ensembles partiels : celui de* 
points intérieurs à G|, celui des points intérieurs à C2, celui des 
points extérieurs à C3. 

Dans le deuxième cas, l'ensemble des points satisfaisant à (4) 
se décompose en deux ensembles parliels : celui des points inté- 
rieurs à G|, celui des points extérieurs à C^. 

Ce que nous allons dire ne s'applique ni dans le premier cas à 
l'ensemble des points extérieurs à C3, ni dans le deuxième à celui 
des points extérieurs à Ca. 

Cela s'appliquera au contraire, dans le premier cas, à celui des 
points intérieurs à Ci ou à celui des points intérieurs à Gj et, dans 
le deuxième cas, à celui des points intérieurs à C|. 

Considérons, pour fixer les idées, le premier cas et l'ensemble 
des points intérieurs à Cj. 

Nous prendrons alors comme domaine V le domaine défini par 



les inégalités 



(^) 



-h A-f- s > 



V 



2 '1 



Nous supposerons s très petit et que h ait une valeur telle que 
nous soyons placés dans le premier cas; enfin, pour achever de 
définir le domaine V, nous assujettirons le point (^,t,) à se trouver 
à l'intérieur de la courbe C2. 

Il est clair alors que, si le point (;, rj, $', r/) se trouve dans le 
domaine V à l'origine du temps, il y restera toujours. 

Pour montrer que les résultats des paragraphes précédents sont 
applicables au cas qui nous occupe, il nous reste à faire voir que 
l'intégrale 



(•2) 



C d\ dr^ d":; dr; 



étendue au domaine V est finie. 

Comment cette intégrale pourrait-elle devenir infinie? La 
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courbe C2 étant fermée, Ç et t^ sont limités; l'intégrale ne peut 
donc devenir infinie que si Ç' et 'i\' sont infinis. Mais, à cause des 
inégalités (5), Ç' et V ne peuvent devenir infinis que si 

devient infini, ou, puisque ^ et tj sont limités, si V devient infini. 

Or V devient infini pour Ti = o et pour Ta = 0. Mais, comme 

le point mi est extérieur à Ca, nous n'avons qu'à examiner le 

cas de 

r* = o. 

Évaluons donc la portion de l'intégrale qui est voisine du 
point m2. Si r2 est très petit, Ç^4-t^^ est sensiblement égal 

à (Ow,)^, le terme — ^- est aussi sensiblement constant; de sorte 



que. Si nous posons 



h-\ ($*-^-tS)h = H, 

H pourra être regardée comme une constante. 
Si alors nous posons 

{\ — 0/?ij) = rjcosoi, T) = r2sina); Ç'=pcoscp, 7)'=psino, 
les inégalités (5) deviendront 

(5 6«) H -i- £ > ?- — ^-^ > H ~ s 

et l'intégrale (2) deviendra 

( 2 bis) I pTidp drf diù do. 

Nous adjoindrons aux inégalités (5 bis) l'inégalité 

l'i < a, 

a étant très petit, puisque c'est la partie de l'intégrale voisine 
de /W3 qu'il s'agit d'évaluer et que l'autre partie est certainement 
finie. 

Si nous intégrons d'abord par rapport à co et à ^ , l'inté- 
grale (2 bis) deviendra 

(a ter) 4^' / pr^d^dri. 

H. P. - IIL 1 1 
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Intégrons d^abord par rapport à p. II faut calculer Fintégrale 



/ 



prfp=7 



prise «nlre les limites 



P = ^«(n-e.-^) et p=^>(h + ..-^) 



ce qui donne e. 

L'intégrale (2 ter) se réduit donc à 



4 



7:*e / Tj 



dr^r=i îTr'ea*: 



elle est donc finie. 

Les théorèmes démontrés plus haut s^appliquent donc au cas 
qui nous occupe. La masse nulle repassera une infinité de fois 
aussi près que Ton voudra de sa position initiale, si l'on n'est 
pas placé dans certaines conditions initiales exceptionnelles dont 
la probabilité est infiniment petite. 

Si donc, dans le problème restreint, on suppose que les condi- 
tions initiales soient telles que le point Ç, tj doive restera Tinté- 
rieur d'une courbe fermée C| ou C2, la première des conditions 
de la stabilité telles qu'elles ont été définies au n° 290 se trouve 
remplie. 

Mais de plus la troisième l'est également : il y a donc stabilité 
à la Poisson, 



300. Le résultat serait évidemment le même quelle que soit la 

loi d'attraction. 

Si, en effet, le mouvement d'un point matériel Ç, yj est régi par 

les équations 

d^\ dV d^Ti dV 



dt^ "" d\ ' 



df^ dr^ 



OU dans le cas du mouvement relatif par les équations 



d>\ dri 
dt^ *" dt - 


rfV 

'"dV 


dti-^^^dt = 


dV 
- dr,' 
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de tuanuTc tjue l'iiiti^grale des forces vives s'écrive 

u(3r-(s)']-v- 

et si la fonction V el la constante h sont telles que les vnicurs 
de 5 et de r, restent limitées, il y aura stabilité à la Puisson. 

Mais ce n'est pas tout, il en est encore de même dans un cas 
plus étendu. 

Soient x,, Xi, . . -, x„ les coordonnées de ^ points matériels. 

Soit V la fonction des forces dépendant de ces n variables. 

Soient m,, «Jj, ..., m„ les niasses correspondantes, de telle 
façon que nous désignons indifféremment par m,, m^ ou par m, 
la masse du point matériel dont les coordonnées sont x^ , Xj et Xj. 

Les équations s'écriront 

' dt^ ~ dxf 
et l'intégrale des forces vives s'écrira 

Si la fonction V et la constante h sont telles que, en vert» de 
celte égalité, les coordonnées xi soient limitées, il y aura stabi- 
lité à la Poisson. 

En effet, ce qu'il s'agit de démontrer, c'est que l'invariant 
intégral 

Çdr', dj-\... dr„ dx, dx,... d.r„ Lr\ = ~j\ 

est fini qnand l'intégration est étendue au domaine que j'ai 
appelé V el qui est défini par les inégalités 

Appelons A l'intégrale 

f dx\dx\ . . . dx\, 

éteuduc au domaine défini par l'inégalité 
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La même intégrale étendue au domaine 

sera évidemment 

AR". 

Etendue au domaine défini par les inégalités (i), elle sera 

A L(V -h A -+- £)2 — (V -+- A — e)»J, 
ou, puisque £ est très petit, 

Notre invariant intégral est donc égal à 

r "-» 

(2) /iAê / (V-h A)* dxidxi. . ,dxnt 

l'intégration devant être étendue à tous les points tels que V-h A 
soit positif. 

D'après mon hypothèse, le domaine V + A > o est limité. 

Il sera alors aisé de reconnaître si l'intégrale (2) est finie ou 
infinie. 

Elle sera toujours finie si n = 2] car alors l'exposant de V 4- A 
est nul. 

Supposons maintenant que n soit > 2 et que Y -\- h devienne 
infiniment grand d'ordre p quand la distance des deux points Xi^ 
X2f ^3 et a:», 0:5, ^6 devient infiniment petite du premier ordre. 

Alors la quantité sous le signe / dans l'intégrale (2) est de l'ordre 

La variété 

ar| = rri, arj = arj, Xi = x^ 

a /i — 3 dimensions; l'intégrale est d'ordre n; la condition pour 
que l'intégrale soit finie s'écrit donc 



n_(n-3)>/>(^-i), 




O^est là la condition pour c|u'i] y ait stabilité il la Poisson. 



Application au problème des trois corps. 



301. Les cunsidéraLions qui précèdent s'appliquent au cas où 



2?(tr^ 



V + /i 



entrai ne comme conséquenoe que les x, ne peuvenl varier qu'entre 
des limites Gnies. 

Malheureusement, il n'en est pas ainsi dans le problème des 
trois corps. J'adopterai les notations du n" H ; je désignerai par 
^1, ^3, -Tj les coordonnées du second corps par rapport au pre- 
mier; par Xt, Xi, Xt celles du troisième par rapport au centre de 
gravité des deux premiers; par o, b, c les distances des trois 
corps, par M|, M^, ]^l] leurs masses, et enfin par 



' les quanl!l<is que j'ai appelées p et P' au n" II. 
Nous aurons alors 



L'égalité (i) entraine l'iuéfjalité 

I (ï) Vn-A>o. 

La fonction V est essentiellement positive; si donc la con- 
stante h est positive, l'inégalité sera toujours satisfaite; mais la 
question est de savoir si l'on peut donner à h des valeurs néga- 
tives assez petites pour que l'inégalité ne puisse être satisfaite 
que pour des valeurs limitées des coordonnées x,. Cela revient à 



L 
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demander si Tmégalilé 

M,M, M,M, M,M, 
abc 

jointe à celles qui sont imposées aux trois côtés d'un triangle 

(4) a-f- 6 > c, 6-l-c>a, a -h c > 6, 

ne peut être satisfaite que pour des valeurs finies de a, 6, c. 
Prenons a=^c et très grand; prenons b très pelit; les inéga- 
lités (4) seront vérifiées d'elles-mêmes. 
Quant à l'inégalité (3), qui devient 

1 T h /l > O, 

a o 

elle peut, quel que soit A, être satisfaite par des valeurs aussi 
grandes que l'on veut de a. 

Quelque petit que soit A, quelque grand que soit a, on peut 
toujours prendre b assez petit pour que le premier membre soit 
positif. 

L'existence des intégrales des aires ne modifie pas cette con- 
clusion; ces intégrales s'écrivent, en effet : 

^(x^x\ — x^x\)-\~ ^'{X6x\ — x,,x'^ ) = aj, 

^(XxX\ — XtX\)-\- ^'{X^x\—X^x\)z= «3. 

En vertu de ces équations, on a 



(G) \^x\^^x\^-^x',^)+^{x\^-^-x\^-^x',^)> ''''^''\'^''•\ 

où l est le moment d'inertie qu'aurait un système formé de deux 
points matériels dont les masses seraient P et P' et les coordonnées 
par rapport à trois axes fixes ^i, ^^2, .Tj; ^4, ^Tj, x^; le moment 
d'inertie, dis-je, que ce système aurait par rapport à la droite, 
qui servirait d'axe instantané de rotation à un solide, qui coïnci- 
derait momentanément avec ce système et tournerait de façon 
que les constantes des aires soient les mêmes que pour le système. 
L'inégalité (2) doit alors être remplacée par la suivante 
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inégalité, comme rinégaiiié (:*) elle-mtme, peuV^ 
satisfaite par des valeurs des Xi aussi grandes que l'on veut; car, 
potir des valeurs 1res grandes des xi, le inonient d'inerLÎe 1 est 
1res grand et, le second membre i^tBDt très voisin de zéro, on 
retombe sur l'inégalité (a). 

Nous devons donc conclure que les considérations du numéro 
précédent ne sont pas applicables. 

Pour mieux nous en rendre compte, calculons l'invariant intégral 



en l'étendant à un domaine défini par les inégalités 



Les E sont des quantités très petites; les K,- sont les premiers 
membres des égalités (5), et T est la force vive réduite, c'esl- 
i-dire le premier membre de (6). 

Intégrons d'abord par rapport ans x\, nous trouverons 




Ii, I] et 1, représentant le; 
du système. 

Je remarque en passant que, si l'on choisît les ares de coor- 
données parallèles aux axes principaux d'inertie, on aura, d'après 
la définition de 1 : 



Od voit que l'intégrale, qui 
valeurs tels que 

V -i- A - - 



est infinie, bien que le dénominateur y/liljlj devienne infini 
quand l'un des points jr,, x-,. Xj ou Xj, a*3, x^ s'éloigne Indéfi- 
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niment. El en effet le champ d'intégration est alors triplement 
infini et le dénominateur ne devient que doublement infini. 

302. Mais si les considérations des numéros précédents ne sont 
plus applicables, on peut néanmoins tirer de l'existence de l'in- 
variant intégral certaines conclusions qui ne sont pas sans intérêt. 

Supposons donc que la dislance b de deux des corps devienne 
petite et que le troisième corps s'éloigne indéfiniment. Le troi- 
sième corps, à cause de sa grande distance, cessera de troubler le 
mouvement des deux premiers qui deviendra sensiblement ellip- 
tique. 

Ce troisième corps décrira d'ailleurs sensiblement une hyper- 
bole autour du centre de gravité des deux premiers. 

Pour bien faire comprendre ma pensée, je vais d'abord prendre 
un exemple simple : je suppose un corps décrivant une hyperbole 
autour d'un point fixe. L'hyperbole se compose de deux branches; 
l'une de ces branches est le prolongement analytique de l'autre, 
bien que pour le mécanicien la trajectoire ne se compose que 
d'une seule branche. 

Nous pouvons alors nous demander si, dans le cas du problème 
des trois corps, la trajectoire admet un prolongement analytique 
et comment on peut le définir. 

Les coordonnées du second corps par rapport au premier 
sont Xs^ X2^ x^\ celles du troisième par rapport au centre de 
gravité des deux premiers sont x^^ x^, x^^ de sorte que nous 
sommes ramené à envisager le mouvement de deux points fictifs 
dont les coordonnées par rapport à trois axes fixes sont x^^ x^y 
Xz pour le premier et a:^, x^^ x^ pour le second. 

Le premier de ces points décrira sensiblement une ellipse, le 
second sensiblement une hyperbole, et il ira en s' éloignant indé- 
finiment sur l'une des branches de cette hyperbole. Pour avoir 
le prolongement analytique cherché, construisons la seconde 
branche de cette hyperbole et associons-la à l'ellipse décrite par 
le premier point. 

Considérons alors deux trajectoires particulières de notre sys- 
tème. Pour la première, les conditions initiales du mouvement 
seront telles que si C est positif et très grand, le point 5:^, ^5, x^ 
se trouve très voisin de la première branche de l'hyperbole et le 
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I iri^s voisin de l'ellipse, de telle fai,'on que la 
dislance de ces deux points, soit à l'Iiyperbote, soil à l'ellipse, 
tende vers zéro quand l croît indénnimeDl, 

Prenons l'asymptote de l'hyperbole pour axe des x^, et soit V 
In vitesse du point qui décrit cette hyperbole pour une valeur 
de ( positive et très grande. Alors 



tendra vers une llr 
îadéfimmeDt. 

Soit de même n I 
malie moyenne, la d 



ilc finie el dcterminée X quand / croîtra 
moyen mouvement sur l'ellipse el / l'ano- 



lendra vers une limite linie et determint^e /g. 

Si nous nous donnons l'ellipse et l'hyperbole el par conséquent 
V et n, si de plus nous nous donnons X et /„, les conditions 
initiales du mouvement correspoudunl à h première trajectoire 
seront entièrement dctermint'es. 

Considérons mainlenaoL la seconde trajectoire el supposons 
<jue les conditions initiales du mouvement soient telles que, pourf 
négatif el très grand, le point x,, j-^, x^ soit très voisin de la 
seconde branche de l'hyperbole et le point x,, Xj, jtj très voisin 
de l'ellipse el que ces deux points se rapprochent indéfiniment de 
ces deux courbes quand ( tend vers — ce. 

Les différences 

a-i— V?, l-nt 

tendent vers des limites finies et déterminées X' et /J, quand t tend 

I vers l'infini. 

i Les conditions initiales correspondant à la seconde Irajectoire 
6onl entièrement définies quand ou se donne l'ellipse, l'hyper- 
bole, X'et if,'|. 

Si Von a 

X = X', /„= /i, 

/m deux trajectoires pourront être regardées comme le pro- 
longement analytii/ue l'une de l'autre. 
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Considérons maintenant un système d'équations difTérenti elles 

(i) -^ = Xi {i = i, 2, ..., n), 

où les fonctions X,, qui dépendent seulement de x^^ x^^ • • •, ^n^ 

satisfont à la relation 

dXi 



2 



dxi 



ces équations admettront Tinvariant intégral 
(a) / dxi dx^ . . . dxn- 

Supposons que nous sachions d'une façon quelconque que le 
point Xyy X2. ..., Xn doive rester à l'intérieur d'un certain 
domaine V analogue au domaine V envisagé dans les numéros 
précédents, mais s'étendant indéfiniment de telle sorte que l'in- 
tégrale (2) étendue à ce domaine soit infinie. Les conclusions 
des n°* 297 et 298 ne seront plus applicables. 

Mais remplaçons les équations (i) par les suivantes 

(. 6«) W = M = ^" 

OÙ M est une fonction donnée quelconque de Xi^ X2, . . ., ^«« 
Le point Xi, X2j . . • , Xn, dont le mouvement est défini par les 
équations (1 bis)^ décrira les mêmes trajectoires que celui dont le 
mouvement est défini par les équations (1). Les équations diffé- 
rentielles de ces trajectoires sont en effet, dans un cas comme dans 

l'autre, 

dxi dx^ dx,i 

Xi Xs X/i 

Mais, si j'appelle P le point dont le mouvement est défini par 
les équations (1) et P' celui dont le mouvement est défini par les 
équations (i bis)^ nous voyons que ces deux points décrivent la 
même trajectoire, mais suivant des lois différentes. 

Si j'appelle t l'époque où P passe en un point de sa trajectoire 
et t' l'époque où P' passe en ce même point, ces deux époques 
seront reliées par la relation 

dt _ ï^ 
dt' ~ M ' 
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Ce qui veiil dire qup les «!!'quations 



>"■) 







Supposons que la fooction M soit toujours positive c 
tende vers zéro quand le point x,, x^, . . . , x„ s'éloigne indéfini- 
meut, et cela assez rapidement pvur que l'intégrale (a bis) 
étendue au domaine V soit finie. 

Les conclusions des n"' 2^7 et suivants sont applicables aux 
équations (i bis). Ces équations (i &15) jouissent donc de la stabi- 
lité à la Poisson. Comme, d'uilleurs, elles dèlliàsseni les mêmes 
trajectoires que les équations ( 
sens, que les trajectoires du pi 
tité à la Poisson. 

Je précise ma pensée. 

Nous avons 

(3) 

Comme M est essentiellement positif, / croîtra avec /'; mais, 
comme M peut s'annuler, il peut arriver que l'intégrale du second 
membre de (3) soil infinie. 

Supposons, par exemple, que M s 
sera inGni pour 

Considérons la trajectoire du point P', nous pouvons la diviser 
en deux parties, la première que 1" parcourt depuis l'époque 
/'r=o jusqu'i l'époque /'=T, la seconde C que P' parcourt 
depuis l'ëpoque /' = T jusqu'à ('=^00. 

Le point P décrira la même trajectoire que P', maïs il n'en 
décrira que la partie C, car il ne pourrait atteindre la partie C 
qu'au bout d'un temps t inlini. 
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Pour le mécanicien, la trajectoire de P ne se composerait donc 
que de G; pour l'analyste, elle se composerait npn seulement 
de G, mais de G' qui en est \e prolongement analytique. 

Envisageons un point P| dont la position est dédnie comme il 
suit : le point P| occupera à Tinstant ty la même position que le 
point P' à rinstant /'; quant à /|, il sera défini par Tégalité 



''=/'f (où^',>T). 



Le mouvement du point V^ se fera encore conformément aux 
équations (i), et ce point P| décrira G', de telle façon que les 
trajectoires des points P et P| pourront être regardées comme le 
prolongement analytique l'une de l'autre. 

Supposons maintenant que le point P soit, à l'origine des temps, 
à l'intérieur d'un certain domaine Uq. Si les circonstances initiales 
du mouvement ne sont pas exceptionnelles, au sens donné à ce 
mot au n® 296, la trajectoire du point P et ses prolongements 
analytiques successifs viendront recouper une infinité de fois le 
domaine Uo quelque petit qu'il soit. Mais il peut se faire que le 
point P ne rentre jamais dans ce domaine, parce que ce domaine 
est recoupé, non par la trajectoire proprement dite du point P, 
mais par ses prolongements analytiques. 

303. Gela s'applique au problème des trois corps. 

Nous avons vu plus haut qu'on devait envisager l'intégrale 



/ 



dx\ . , . dx^ d.T\ . . . dx'^ , 



que nous avons d'ailleurs ramenée à l'intégrale sextuple 

« J -+- a| -+- al \ * dxi dxj . . . dx^ 



/(v.*-"Jiff±i^) 



/liUÏ: 



Mais nous avons vu que cette intégrale, étendue au domaine V, 
est infinie et c'est ce qui nous a empêché de conclure à la stabilité 
à la Poisson. 
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Écrivons les équations du mouvement sous la forme 

dxi _ dr'i _ 

dt "^'» Ht ~ ^'' 

l^s X|- et les Y| étant des fonctions des xi et des x]. 
Soit alors 

^ï = — ; 5 ^ 5 ; 

^t écrivons les équations nouvelles 

dxi \f dx'i Y/ 

dt' "^W w ^ w 

Les équations nouvelles admettront comme invariant intégral 



/' 



M dxi . . . dx^ dx\ . , . dx'^ 
ou bien 

a? -+- «î -+- «î \ * é/T| dx* . . . c^j'c __ 



/(v.«_:l±£ii£l) 



/liMa 



Or c^//e intégrale est finie. 

Si donc la situation initiale du système est telle que le point P 
de Tespace à 12 dimensions dont les coordonnées sont 

que ce point P, dis-je, soit à l'origine du temps à Tintérieur d'un 
certain domaine U©, la trajectoire de ce point et ses prolonge- 
ments analytiques, tels que nous les avons définis à la fin du 
n** 302, recouperont une infinité de fois ce domaine U©, à moins 
que la situation initiale du système ne soit exceptionnelle, au sens 
donné à ce mot au n° 296. 

304. Il semble d'abord que cette conséquence ne puisse inté- 
resser que l'analyste et n'ait aucune signification physique. Mais 
cette manière de voir ne serait pas tout à fait justifiée. 

On peut conclure, en efiet, que si le système ne repasse pas une 
infinité de fois aussi près que l'on veut de sa position primitive, 



174 CHAPITRE XXVI. — STABILITE A LA POISSON. 

rintégrale 

/-'=- dt 

*//=o (ar? -4- a?| 4- . . . -T- arl -f- I)» 

sera finie. 

Cette proposition est vraie, en laissant de côté certaines trajec- 
toires exceptionnelles, dont la probabilité est nulle, au sens donné 
à ce mot au n** 296. 

Si cette inté^ale est fînie, on conclura que le temps pendant 
lequel le périmètre du triangle des trois corps reste inférieur à 
une quantité donnée est toujours fini. 
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305. Nous pouvons encore tirer de la théorie des invariants 
intégraux d^autres conclusions qui nous seront utiles dans la suite, 
en la présentant sous une forme un peu différente. 

Commençons par examiner un exemple simple. Soit un point 
dont les coordonnées dans l'espace soient ^, ^ et ^ et dont le 
mouvement soit défini par les équations 

dx _ dy _ dz _ 

^'^ di-^' di-^' Tt-^' 

X, Y et Z sont des fonctions données et uniformes de x^ y^ z\ 

supposons d'abord que X et Y s'annulent tout le long de Taxe 

des z, de telle façon que 

X =y = o 

soit une solution des équations (i). 

Posons ensuite 

ar=pcos(«), j^sïïpsinto, 

les équations (i) deviendront 

^^^ ^-^' -57 = ^' Tt^^^ 

où R, û et z sont des fonctions de p, w et 5, périodiques de 
période qltz par rapport à w. 

Nous conviendrons de ne donner à p que des valeurs positives, 
et nous pourrons le faire sans difficulté puisque x =.y = o est 
une solution. 

Je suppose maintenant de plus que û ne puisse jamais s'an- 
nuler et, par exemple, reste toujours positif; alors w sera toujours 
croissant avec t. 



176 CHAPITRE XXVII. 

Imaginons qu'on ait intégré les équations (2) et qu'on en pré- 
sente la solution sous la forme suivante 

p =/t(to, a, 6), z =/2(w, «, b). 

Les lettres a et 6 représentent des constantes d'intégration. 

Soit 

po=/i(o, a,b), zo=/f(Oy a, b), 

Soient Mo le point dont les coordonnées sont 

a: = po, 7 = 0, 5 = zo, 
et M| celui dont les coordonnées sont 

Ces deux points appartiennent tous deux au demi-plan des xz 
situé du côté des x positifs. 

Le point M| sera dit le conséquent de Mq. 

Ce qui justifie cette dénomination, c'est que, si l'on considère 
le faisceau des courbes qui satisfont aux équations différen- 
tielles (i); si, par le point Mo, on fait passer une courbe et qu'on 
la prolonge jusqu'à ce qu'elle rencontre de nouveau le demi-plan 
(y =ro, ^>o), cette nouvelle rencontre aura lieu en M|. 

Si l'on trace dans ce demi-plan une figure quelconque F©, les 
conséquents des différents points de Fo formeront une figure F|^ 
que l'on appellera la conséquente de Fo- 

Il est clair que pi et z^ sont des fonctions continues de p© et 
oe ^0 * 

Donc, la conséquente d'une courbe continue sera une courbe 
continue, celle d'une courbe fermée sera une courbe fermée, celle 
d'une aire n fois connexe sera une aire n fois connexe. 

Supposons maintenant que les trois fonctions X, Y et Z soient 
liées par la relation 

^M\ ^MY ^MZ _ 
dx dy dz ^ ^ 

OÙ M est une fonction positive et uniforme de x^ y y z. 
Les équations (i)*admettront alors l'invariant intégral 



/ 



M dx dy dz 



c t les éqtialions (a) admeLlronl 

Tm ? dp d(u rf;. 

Considérons mainlenant les équations 

rfp_R ^_Z ^_ 

^'' dm ~ u' d<o " u' rftu ""'' 

<3Ù 11) est regardé comme la variable indépeudanle. 
Elles admettront évidemment l'invariant intégral 



fMQodpdmds 



<C/. n"253). 

Comme M, û et p ont été supposés plus haut essenliellement 
positifs, c'est un invariant intégral positif. 

Soient i'u une aire quelconque située dans le demi-plan 



et Fi sa conséquente 
Soient Jo Tinlégraie 



(^) 



iy = 



fsiil-.dpdz, 
, et J, la même intégrale étendue à l'airt 



étendue i'i l'aire plane I 
plane F|. 

Soit alors 4>o 'e volume engendré par l'aire l'o quand on ta fait 
lourner autour de l'axe des s d'un angle infini ment petit s, l'inté- 
grale (4) étendue à *o sera évidemment J^e. 

Soit de même 4>, le volume engendré par l'aire F, quand ou la 
fait tourner autour de l'aie des 3 d'un angle e, l'intégrale {4} 
étendue à 4> , sera J, e. 



L'invariant intégral (4) di 
pour "ti , on doit avoir 



• même valei 



pour 



J« = J,. 



Ainsi, l'intégrale (5) a même valeur pour une aire quel- 
conque et sa conséquente. 

C'est une nouvelle forme de la propriété fondamentale des inva- 
riants intégraux. 

H. P. — lU. la 
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306. Soit alors une courbe fermée Cf située dans le demi-plan 
(^ = o, x>o) et enveloppaut une aîre F©. Soit C| la consé- 
quente de Coy ce sera aussi une courbe fermée qui enveloppera 
une aire F|, et cette aire F| sera la conséquente de Fo. 

Si rintégrale (5), étendue à Fo et à Ff, a poor valeur J« et J|, 

on aura 

Jp = Jj, 

et il suit de là que Fq ne pourra être une partie de F|, et F| une 
partie de F©. 

Quatre hypothèses peuvent être faites sur la position relative 
des deux courbes fermées Co et d. 

I** C| est intérieur à Co; 

2" Co est intérieur à Ci; 

3^ Les deux courbes sont extérieures Tune à l'autre; 

4** Les deux courbes se coupent. 

L^équation J© = J| exclut les deux premières de ces hypothèses. 

Si, pour une raison quelconque, la troisième se trouve égale- 
ment exclue, on sera certain que les deux courbes se coupent. 

Supposons, par exemple, que X, Y, Z dépendent d'un para- 
mètre arbitraire [jl, et que, pour |x = o, Co soit sa propre consé- 
quente; alors, pour les valeurs très petites de [jl, Co différera très 
peu de Co il ne pourra donc pas arriver que les deux courbes Cf 
et C| soient extérieures Tune à l'autre, et il faudra qu'elles se cou- 
pent. 

Courbes invariantes. 

307. J'appellerai courbe invariante toute courbe qui sera sa 
propre conséquente. 

Il est aisé de former des courbes invariantes ; soient, en effet, M© 
un point quelconque du demi-plan, M| sou conséquent; joignons 
Mo à M| par un arc de courbe quelconque Co; soit C| le consé- 
quent de Co, C2 celui de C{, et ainsi de suite. L'ensemble des 
arcs de courbe Co, C^ C2, ... constituera évidemment une 
courbe invariante. 

Mais nous serons amenés aussi à envisager des courbes inva- 
riantes dont la génération sera plus naturelle. 

Supposons que les équations (i) admettent une solution pério- 
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dique. Soient 

(6) ^ = ?,(0. y = <ï,(i), s = ?,(n 

les équations de cette suIuUod périodique, de telle façon que les 
foDctions <p, soieDt périodiques ea l, de période T. 

Je suppose que, quand t augmente de T, u augmente de aTt. 

Les équations (6) représenieol une courbe; soit M, le point où 
celte courbe coupe le demi-plan; ce point Mg sera évidemment 
son propre conséquent. 

Supposons maintenant qu'il existe des soluliouis as^mptotiques 
très voisines de la solution périodique (6). Soient 



(7) 



= *.('). 



/ = 



>i(0. 



^(O 



tes équations de ces solutions. 

Les fonctions ^i seront développables suivant les puissances 
de Ae^', les coefficients étant eux-mêmes de^ fonctions périodiques 
de t. Dans celte expression, et est un exposant caractéristique, 
A est une constante d'intégration. 

Dans les équalions {7), les trois coordonnées x, y, s se trouvent 
donc exprimées en fonction de deux paramètres, A el f ; ces équa- 
tions représentent donc une surface que l'on peul appeler la sur- 
face asymptotique . Cette surface as^mptotiquc va passer par 
U courbe (6); puisque les équations {7) se réduisent aux équa- 
tions (6), quand on y fait A ^ o. 

La surface asymptotique va couper le demi-plan suivant une 
certaine courbe qui passe par le point Mo el qui est manifestement 
une conrbe invariante. 



308. Considérons une courbe invariante K. Je suppose que X. 
V, 2. dépendent du paramétre [x, ainsi d'ailleurs que la courbe K. 

Je suppose que pour [ji=^o, la courbe K. soit fermée, mais 
qu'elle cesse de Télre pour les petites valeurs de (a. 

Soit A» un point de K. La position de ce point dépendra de u; 
pour [ji = o, la courbe K. est fermée, de sorte que, après avoir par- 
couru cette courbe à partir de Aj, on revient au point Ao; si fj. 
est très petit, il n'en sera plus de même, mais on reviendra passer 
très près de A^; il v aura donc sur la courbe K un arc de courbe 
diiTérent de celui où se trouve Ag, mais qui viendra passer très 
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près de Aq. Soit Bo le point de cet arc de courbe qui est le plus 
voisin de A©. 

Je joins AoBo* 

Soient A| et B| les conséquents de Ao et Bo; ces deux points 
se trouveront sur K; soit A| B, la courbe conséquente de la petite 
droite AoBq. 

Nous aurons à envisager la courbe fermée Co qui se compose de 
Tare AoMBo de la courbe K compris entre Ao et Bo et de la petite 
^droite AoBq. Quelle sera sa conséquente? 

Supposons, pour fixer les idées, que les quatre points A|, Aq, 
B|, Bo se succèdent sur K dans Tordre A| AqBi Bo* 

La conséquente G| de Co se composera de l'arc A|MB| de la 
courbe K et du petit arc A| B| , conséquent de la petite droite AoBq. 

On peut faire plusieurs hypothèses : 

i" Le petit quadrilatère curviligne Ao6oA|B| est convexe, 
je veux dire qu'aucun de ses côtés curvilignes ne présente de 
point double et que les seuls points communs à deux côtés sont 
les sommets. Dans cette hypothèse, la courbe se présenterait 
comme l'indique l'une des deux figures suivantes 



Fig. I. 





Cette hypothèse doit être rejetée, car il est manifeste que l'in- 
tégrale J est plus grande dans le cas de la Jig. i pour C| que 
pour Co, et plus petite dans le cas de \^ Jig, a. 

2° Lare Ao A| ou BoB| a un point double. — S'il en était ainsi 
sur la courbe invariante K, il devrait y avoir un point double sur 
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l'arc qui joint un poinl quelconque de la courbe à son premier con- 
séqiiciil; nous supposerons qu'il n'en esl pas ainsi; et, en eDTel, 
celle circonstance ne se présentera dans aucune des applications 
que j'ai en vue; elle ne ^'appliquera pas, en particulier, dans le cas 
de la courbe invarianle engendrcc par une surface asyntptotique 
ainsi que je l'ai expliqué à la fin du numéro précédent. Il est Mié 
de constater, en elTet, que la surface as^mptolique ne présente pas 
de ligne double si l'on se borne à la portion de cette surface qui 
correspond aux petites valeurs des quantités que j'ai appelées 
plus liant Ac"'. 

D'antre part, la droite AnB,, n'a pas de point double, et il doil 
en élre de même de sa conséquente A, B,. En résumé, nous sup- 
poserons que les quatre côtés de notre quadrilatère n'ont pas de 
point double. 

3° L'arc Afl A, coupe l'arc BoB,. — (Ce cas contient comme 
cas particulier celui où la courbe K. serait fermée.) Nos courbes 
présentent alors l'aspect de la /ï'^. .^- 

Fig. 3. 




4" L'arc AoBo coupe son conséçuent A,li,. — Nos courbes 
présenteraient alors l'aspect de iajîg. ^. 

U y a des cas où l'hypothèse doil t^tre rejetée. Supposons, par 
exemple, que X, Y, Z dépendent d'un paramètre [Ji;que pourjx^o 
la courbe K soit fermée et que chacun de ses points soit son propre 
conséquent, de telle façon que pour ]a = o les quatre sommets du 
quadrilatère se confondent. 

Alors les quatre distances AoB,,, A,B,, A, Ao, B,Bo seront des 
înGnimcat. petits si j* est l'inlioinient petit princi[ial. Supposons 
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que A|Âo soit un infiniment petit d'ordre p, AqBo un infiniment 
petit d'ordre q, et que q soit plus grand que p. 

Comme A|B| est le conséquent de AqBo, la longueur de Tare 
A|B| devra être d'ordre q. Soit alors C l'un des points d'inter- 
section de AqBq. Dans le triangle mixtiligne dont deux côtés sont 
les droites A| Aq et AqC et le troisième côté l'arc de courbe A|C 




faisant partie de A{ B| ; le côté A| C est plus grand que la diffé- 
rence des deux autres; il devrait donc être d'ordre /> et nous 
avons vu qu'il doit être d'ordre q. 

L'hypothèse doit donc être rejetée. 

5° Deux côtés adjacents du quadrilatère se coupent, par 
exemple Ai A© et A4 B| . — Il faut alors que AqBo, qui est l'antécé- 
dent de A| B| , coupe lui-même K ; si A'^ est l'intersection de A^B^ 
avec K et A', celle de A| B| avec l'arc AoA|, A, sera le conséquent 
de A'^ et nous tomberons sur la figure suivante 

Fig. 5. 




Il est manifeste que A',, et A', peuvent jouer le même rôle que 
Aq et A| et que l'on retombe sur le premier cas. 
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Celle nouvelle Kypolhèse doit donc iître rejelée. 

En résumé les deux, arcs A^A, el BeB, se couperont toutes les 
fois que pour nne raison ou pour une autre les hypothèses 2" el 4" 
devront élre rejetées. 

U resterait à examiner le cas où les points A,, A,, B,, Bo se sui- 
vraient sur K. dans un ordre dilTërent. Les ordres B, BaA|A«, 
B«B|AeAi, AiiA,BgB, ne diUërent pas essenlielleiiient de celui 
que nous venons d'étudier. 

Les ordres tels que A, B, Bo A,, A, B^B, A„ A, B„A,B ne 

se présenteront pas dans les applications qui vont suivre; nous 
supposerons toujours en effet que si, .}* est 1res petit, les dis- 
lances AgA, et BoB, sont très petites par rapport â la longueur 
des arcs A^MBo ou A|MB|. 

U reste l'ordre A| AnBgB, ou les ordres équivalents; nous n'en 
parlerons pas non plus; il est clair que, s'il se présente, il y aura 
sur l'arc AoMB,, un point qui sera son propre conséquent. 

309. Supposons par exempte que les équations (1) admettent 
une solution périodique 



et des solutions 



symptoliqui 



Supposons que les équations (1) dépendent d'un paramètre 
très petit [a et que X, Y, Z soient développables suivant les puis- 
sances de ce paramètre. 

Supposons que, pour u = o, les solutions asjmptotïques (7) se 
réduisent à des solutions périodiques. Voici comment cela pourra 
se faire. Nous avons dit que les 4), sont développables suivant les 
puissances de Ae"', les coefficients étant eux-mêmes des fonctions 
périodiques de i. Mais l'exposant a d<^pend de p.; supposons qu'il 
s'annule pour [a =; o ; alors pour |i.^^o les fonctions *,- devien- 
dront des fonctions périodiques de ( el les solutions (7) se rédui- 
ront à des solutions périodiqucs- 

La surface asjrmptotique va couper le demi-plan suivant une 
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certaine courbe Co qui passe par le point Mo, intersection du 
demi-plan avec la courbe gauche (6). 

La courbe Co est manifestement invariante, comme je Tai dit 
à la fin du n^ 307; pour |x = o, chacun des points de Cq est son 
propre conséquent. 

Je supposerai de plus que, pour [jl = o, la courbe Co est fermée. 

Reportons-nous au Chapitre VII, tome I; nou^ avons vu aux 
n®' 107 et suivants que, dans le cas de la Dynamique, les expo- 
sants caractéristiques sont développables suivant les puissances 

de y/tx et sont d'ailleurs deux à deux égaux et de signe contraire. 
Nous supposerons qu'il en est ainsi. 

Nous avons alors en réalité deux surfaces asymptotiqucs corres- 
pondant aux deux exposants égaux et de signe contraire a et — a; 
nous avons donc deux courbes Co qui iront se couper au point Mo* 

Nous distinguerons quatre branches de courbe 

Cr f^it r>r ryn 

aboutissant toutes quatre au point Mq; C^ et CJ correspondront 
à l'exposant a, C'^ et C' à l'exposant — a. 

Fig. 6. 




Ces diverses branches de la courbe sont représentées sur la 
fig, 6. La branche C^ est la branche MoPoPi Ao A| , la branche CJ 
est la branche MoEoE, ; la branche C^ est la branche MoQiQo et 
la branche C' est la branche MoR|IloB| Bo- 

Ces quatre branches de courbe sont évidemment invariantes. 

Maintenant, pour |x = o, C^ se confond avec C'^, C* avec C' et 



b^ 



(si nous supposons que, pour [* = o, la courbe C» que nous appel- 
lerons alors C" est fermée) ces quatre branches de courbe îronl 
s'appU()uer sur la courbe fermée CJ. 

On peut Ht'duire de l.'i que, pour |jl très petit, ces branches de 
courbe différeront peu les unes des autres; que C^ s'écartera peu 
de 0',, Cj de C^ et que C^, suffisamment prolongé ira passer très 
près de C' suffisamment prolongé. 

J'ai marqué sur la figure divers points de ces branches de courbe 
et leurs conséquents. Ainsi A,, B,, E,, P., Q,, R| sont respecti- 
vement les conséqucDls de Ao, B^, E^, Pp. Qo, Ho. 

Ce que nous remarquerons d'abord, c'est qrie les points Ai, Ao, 
B|, Bo se succèdent bien (comme nous l'avons supposé au début 
du n" 308) dans l'ordre A, A» B, Bu quand on parcourt de At à IÎb 
la courbe invariante formée des deux branches C, et CJ. 

Cette courbe invariante n'est pas fermée, mats elle diiTère peu 
de la courbe fermée Cî. 



Examinons, 



ce qui 



la concerr 



cinq hvpolhèses du 
' 308. La première, comme nous l'avons vu, doit toujours être 
rejelée. La seconde ne se présentera pas non plus. 

Elle ne pourrait se présenter, enelTet.quesi la surface asjmplo- 
tique (7) avait une ligne double. 

Nous avons dit que les 4>, sont dcvetoppables suivent les puis- 
sances de Ae"'; soit donc 

*, = *" -j- A ««*,' -1- A'f »»'*,' -1- 

Si notre surface avait une ligne double, cette ligne double 
devrait satisfaire aux équations (1); eu effet, la surface asympto- 
tique est engendrée par une infinité de lignes satisfaisant à ces 
équations de telle sorte que, si deux nappes de cette surface 
venaient à se couper, l'intersection ne pourrait être autre chose 
qu'une de ces lignes. 

Comme *,- dépend à la fois du temps t et du paramètre A, nous 
mettrons ce fait en évidence en écrivant 



S'il y avait une ligne double, nous devrions avoir les trois 
identités 

*,(f. A) = *,(/', B) (1 = 1, », 3), 
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OÙ A et B sont deux constantes et où i est ane fonction de t\ ces 
trois identités devraient subsister quel que soit t. 
En diflférentiant, on aura 

d^i _ cM>/ d^ 
'df "~ "5?" "57* 

Mais, en vertu des équations (i), on aura 



dt 



= X[*,(f, A), *,(^A), *,(/, A)] 



et de même 



d^t 



dt 



1 = X[*,(r, B), *,(f', B), *,(*', B)], 



d'où 



d'où 



d^t _ ^ ^ _ 

"df "" ^F^' €// "■*' 



A étant une constante. 
On tirerait de là 



f^it-^hy 



4>? (0 -^- Aca'4>J (0 -4- A«c«a'*?(0 = *?(« -^- ^)-H Gc««*/ (f -h A) -*-. . ., 



ou 



C= Bc«^. 



L'identité devant être vraie pour t = — oo, d'où 



il vient 



d'où A = o, d'où 



Acx' = Cc»' = 6, 



*?(o=*?(i-^A), 



ou 



*?(0-+-Aca«*J(0-+-.--=*?(0-+-Cc«'*i(0 



A*J(0-HA«ca«*?(/)-i-...= C*;(0-4-C«c«'*?(0 



ou, en faisant encore t = — oo, 



A = C = B. 



Les deux valeurs A et B étant égales, il n'y a pas de ligne double. 



C. Q. F. D. 
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La troisième hypothèse est celle qu'il coDvîenl d'adopter. 

Passons à la quatrième; pour voir si elle doit être rejelée, il 
faut cliercKer à se rendre compte de l'ordre de grandeur des dis- 
tances Ai A, et AoBo : c'est ce que nous ferons dans les diverses 
applications qui vont suivre. 

Enfin, la cinquième hjpothèse se ramène toujours à la pre- 
mière, comme nous l'avons vu. 



Extension des résultats précédents. 

310. Nous avons fait plus haut sur les équations (1) des hypo- 
thèses très parlicnlières; mais toutes ne sont pas également 
nécessaires. 

Considérons, en eS'et, un domaine D simplement connexe et 
faisant partie du demi-plan {y■=:o,x'>o^,e^ supposons que l'on 
siche d'une manière quelconque que, si le point (x, y, z) se 
trouve à l'origine du temps en un point M^ de ce domaine, to va 
en croissant constamment de o à an quand l croît de o à ^oî ^^ 
telle façon que la courbe satisfaisant aux équations (1) et passant 
par le point Mg, en la supposant prolongée depuis ce point Mg 
Jusqu'à sa nouvelle rencontre avec le demi-plan, n'est jamais 
tangente à un plan passant par l'axe des s. 

Alors on pourra définir, comme au n" 305, le conséquent 
du point Mo, et il est clair que tout ce qui précède sera 
encore applicable aux Ggures qui se trouvent à l'intérieur du 
domaine 13. 

Il ne sera pas nécessaire que les courbes qui satisfont aux 

équations (1) et qui viennent rencontrer le demi-plan en dehors 

de D soient assujetties à ne jamais être tangentes à un plan 

, passant par l'axe des z. 11 ne sera pas nécessaire non plus que 

X =y ^=0 soit une solution des équations (i). 

Alors, si Cfl est une courbe fermée intérieure à D cl sî C| est sa 
conséquente, les deux courbes seront extérieures l'une à l'autre 
ou se couperont. 

Les résultats du n" 308 seront également applicables aux 
courbes invariantes qui ne sortiront pas du domaine D; et, si 
même une courbe invariante sort du domaine D quand elle est 
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suffisamment prolongée, les résultats seront encore applicables à ^ 
la portion de cette courbe qui est întérieure.à ce domaine. 

311. Considérons maintenant, au lieu d'un domaine plan D, « 
une aire courbe S simplement connexe. Par un point M© de celte t 
aire courbe faisons passer une courbe y satisfaisant aux équa- 
tions (i) et prolongeons cette courbe jusqu'à ce qu'elle rencontra 
de nouveau S; le nouveau point d'intersection M| pourra encore 
s'appeler le conséquent de Mo. 

Si nous considérons deux points, Mo et MJ^ très voisins l'un de 
l'autre, leurs conséquents seront, en général, très voisins l'un de 
l'autre; il y aurait exception si le point M| se trouvait sur le bord 
de S, ou si la courbe y touchait la surface au point M| ou au 
point Mo* Sauf ces cas d'exception, lés coordonnées de M| sont 
des fonctions analytiques des coordonnées de Mo. 

Pour éviter ces cas d'exception, je considérerai un domaine D 
faisant partie de S et tel que la courbe y, issue d'un point Mo 
intérieur à D, vienne recouper S en un point M| qui ne vienne 
jamais sur le bord de S ; tel aussi que la courbe y ne touche S ni 
en Mo, ni en M|. Je supposerai enfin que ce domaine D est sim- 
plement connexe. 

Adoptons un système particulier de coordonnées que j'appel- 
lerai, par exemple, Ç, r^ et Ç et pour lesquelles je supposerai seu- 
lement ce qui suit : 

i*' Quand |Ç| et |7i| seront plus petits que i, les coordonnées 
rectangulaires a:, y et z seront des fonctions analytiques et 
uniformes de Ç, tj et ^, qui seront périodiques de période 2u par 
rapport à Ç. 

2** A un point (^, J^, z) de l'espace ne pourra correspondre plus 
d'un système de valeurs de Ç, tj, Ç tel que 

(X) |S|<i, |rj<i, o<î<2^. 

3° Quand on fait Ç=:o, ou Ç= 27t et qu'on fait varier Ç et tj 
de — I à 4- I, le point x, y^ z décrit la surface S, ou une portion 
de cette surface comprenant le domaine D. 

4** Des conditions (i) et (2) il résulte que le déterminant fonc- 
tionnel A de Ç, 7|, Ç par rapport k x^y, z n'est jamais infini ni nul 
quand les inégalités Çk) sont remplies. 
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" On peiU Iraiisformer les équations (i) en les tnettanl sous la 






forme 




(1 àii) 




Je supposera 


queZ" reste positif p 




ie;<i, 1',i<i. 


Les é(]uauuDS ( 


bis) admettront l'inva 




/^u,< 


et les équations 




(î l>is) 


tii E d-Ti tt 
,K~ 7?' d'," Z'' 


admettront l^in 


arianl intégral 



ry\7.- 



SoitFo une tigi 
séquente; suppose 



; quelconque faisant parlie de D et F) sa con- 
i que les différents points de F,, et de F, se 



déplacent de telle façon que S el v^ restent constants et que ^ 
croisse de o à c, e étant très petit; la figure Fq engendrera un 
volume 4i(, et la figure F| engendrera uu volume <^| ; l'intégrale 

aura même valeur pour ■!>„ et pour <^, ; donc l'intégrale double 

analogue à l'intégrale (5) du n" 305, aura même valeur pour F^ 
et F,. Elle est d'ailleurs essentiellement positive. 

Il résulte de là que les résultats du n" 306 sont applicables aux 
courbes fermées Co situées à l'intérieur de D, et que ceux du 
n" 308 sont applicables aux courbes invariantes K, ou du moins à 
la portion de ces courbes qui est à l'intérieur de U. 

Même une courbe invariante sort du domaine D quand elle est 
.suffisamment prolongée, les résultats seront encore applicables à 
ia portion de cette courbe qui est intérieure à ce domaine. 
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Application aux équations de la Dynamique. 

3i2. Soit F une fonction des quatre variables X|, x^t y\j y^^ 
formons les équations canoniques 

dxi _ dV^ dyi _ d? 

^'^ 'dt "~ dYi' dt ~ dxt' 

Je supposerai, comme je le fais d'ordinaire : 

1° Que F est une fonction périodique de y^ et ^2» 

2? Que F dépend d'un paramètre [x et est développable suivant 

les puissances de ce paramètre sous la forme 

F = Fo-+-fxF,-+-îi»F2 



3** Que Fo est fonction seulement de X\ et de ;rj. 
Cela posé, nous aurons Tintégrale 

(2) F = C, 

C étant une constante. 

Cela posé, donnons à C une valeur déterminée une fois pour 
toutes et soit M un point mobile dont les coordonnées rectangu- 
laires sont 

[i-h <p (371 ) cos^i ] cosj^,, [i -h <p(a7i ) cos^i ] sin^i, <p(a7i ) sin^'i. 

La fonction ç(^i) est une fonction de x^ que je me réserve de 
déterminer plus complètement dans la suite. 

Supposons d'abord que F, qui dépendra de x^ d'une manière 
quelconque, soit développable suivant les puissances croissantes 
de x^ cosy^ et x^ sinj^i . Il en résultera que, pour Xs = o, la fonc- 
tion F ne dépendra plus dey^ et, d'autre part, que la fonction F 
ne changera pas quand on changera x^ en — Xt et yi eny^ -\- ic. 
Nous supposerons alors que ^(Xi) est une fonction impaire dea:^ 
qui croît de o à i quand Xt croît de o à -|- 00; on pourra prendre 
par exemple 



ç(a7,) = 



V^i -h x^ 



1 



Si l'on adopte cette hypothèse, le point M sera toujours à l'inté- 
rieur d'un tore de rayon i, tangent à l'axe des z. 



A chaque point M intérieur ù ce tore, correspondront une infi- 
ni lé de systèmes de valeurs de 3:,,_^, ct^j; mais ces systèmes ne 
seront pas essentiellement distincts les uns des autres, puisqu'on 
passe de l'un à l'autre en augmentant ^y, ou y 3 d'un multiple de aie 
ou en changeant x, en — x, et_)'( eay, ■+- 7c. 

Si l'on se donne X,,yi el^ji ^i s'en déduira à l'aide de l'équa- 
tion (2), Supposons que les variables x ety varient conformément 
aux équations (i), le point M correspondant décrira une certaine 
courbe que j'appellerai trajectoire. 

Par chaque point intérieur au tore passe une trajectoire et une 
seule. 

Il est aisé de voir quelle est la forme de ces trajectoires 
pour ijL= o. 

Pour [J-^u, les équations dilTérentielles se réduisent ù 



di 






Les Xi sont donc des constantes, ce qui montre que nos trajec- 
toires sont situées sur des tores, et les yt sont des fonctions 
linéaires du icmps: car 

e dépendant que desx/, est une constante. 
Si le rapport n, : n^ cal commensurable, les trajectoires sont 
des conrhes fermées; elles ne sont pas fermées, au contraire, si 
ce rapport est incommensurable. 

Soient m,, nit, p\, p^ quatre entiers tels que 

isons 

y'x = p>rt -'-Ptj'i' 

a^y = Pt^i -^ piXt, 



= ^iyi- 



montre qu'en passant des variables j:,-, yi : 
n^altère pas la forme canonique des équalit 



iga 
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Nous supposerons que /2a ne s'auDule pas quand x^ reste infé- 
rieur à une cerlaine limite a. Alors -^ conservera toujours le 
même signe et Ton aura, par exemple, 



dt 



>o. 



Cette inégalité, vraie pour [a = o, le sera encore pour les petites 
valeurs de [x. 

Alors les relations 

définiront un certain domaine plan D qui aura d'ailleurs la forme 
d'un cercle. 

Les trajectoires issues d'un point de ce domaine ne seront alors 
jamais tangentes à un plan passant par Taxe des ^, du moins 
avant d'avoir recoupé de nouveau le demi-plan y.y=^Q, Notre 
domaine pourra donc jouer le rôle du domaine D du n" 310. 

Les équations (i) admettent l'invariant intégral 



/' 



dxxdx^dy^dy^, 

d'où l'on déduit le suivant à l'aide de l'intégrale F = const. 

dxx dyx dy^ 




dF 
dx* 



Mais -7— est égal à 



dyt 



^^ ^ww ..jjv.. «» . et par conséquent négatif. L'invariant J 

est alors un invariant positif. 

Les résultats des n'''* 306 et 308 sont donc applicables aux 
courbes tracées dans le domaine D. 

Cela posé, soit b une valeur de x^ plus petite que a — s et telle 

que les valeurs correspondantes de n^ et de /ta satisfassent à la 

relation 

/Wt/ii-h mj/ii = o, 

où nii et m^ sont deux entiers premiers entre eux. 

La courbe 

Xi = b, 



qui est une circonférence, sera une courbe invariante pour [x = o, 



En supposanl toujours [* = o, les trajectoires issues des divers 
points de ciiUe cirroiifcrencc auront pour éciuatîon générale 



Pour avoir les consi-fjuenls succes^iCs H'tm poiiil donné, il siif- 
(irii df l'nirp succos^ivrment 

/)=", Ji = 2-- yt^ ir. j, = aAi:. 

Pour passer (t'iiii pninl ii son conséquent il suffil ilonc d'aiig- 
tnenier _>■, ilf 



d'où ilsinlqur tousics points de la circonfërenee invariante X, =^h 
coïncideront avec leur nî'*"" cooséqucni. 

Ce point et ses Wi — i premiers conséquents sont distribués 
sur celle circonlérence dans un ordre circulaire qu'il est aisé de 
retrouver quand on connaît les deux entiers ni, et m-^; je raj>pcl- 
lerai l'ordre fl. 

Ne supposons plus [j. = o; les équations (i), d'après le Cha- 
pitre 111, admettront encore des solutions périodiques peu dilTé- 
reules des solutions 

Elles en admettront au moins deux donr l'une inslahlc et l'autre 
stable. A chacune de ces solutions périodiques correspondra une 
trajectoire fermée; je considère une de ces trajectoires que j'ap- 
pelIcT et qui correspondra à une solution instable, afin que parT 
passent deux surfaces asymptoliques. 

Snit Mb le point où cette trajectoire perce le demi-plan y.. = o, 
M(, Mj, ... ses conséquents successifs (Jîg. 7). I-c poîni Mo 
coïncidera avec son »)'*"" conséquent M„. 

Je joins le point M/, au centre de la circonférence ,r,= Ir, le 
rayon ainsi mené coupera la circonférence en un point M^ très 
voisin de M*. Les divers points M]( se succéderont sur In circon- 
férence dans l'ordre circulaire U. 

II. I'. -UI. i3 
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J'ai fait la figure en supposant, pour fixer les idées, /?i| = 5, 
m2=2. La trajectoire fermée T coupe le demi-plan aux cinq 
points Mo, M|, Mj, M3, M4. Par cette trajectoire passent deux 
surfaces asymptotiques qui se coupent. 

L'intersection de ces surfaces asjmptotiques avec le demi-plan 
se composera de diverses courbes; nous aurons deux courbes se 
coupant en Mq, deux en M^, deux en M2, deux en M3, deux 
en M4. Toutes ces courbes sont représentées sur la figure. 



Fig. 7. 




Considérons en particulier les deux courbes qui passent en M© ; 
nous distinguerons quatre branches de courbe, à savoir MoAo, 
M0B2, MoPo, MoQoî les deux premières sont représentées en 
Irait plein, les deux dernières en trait pointillé^ la première et la 
troisième, comme la deuxième et la quatrième sont dans le pro- 
longement l'une de l'autre. 

De même à chacun des points M aboutiront quatre branches 
de courbe dont deux sont représentées en trait plein et deux en 
trait pointillé et qui sont deux à deux dans le prolongement l'une 
de l'autre. 

Soit Ao un point de la branche MqBo; par Ao menons un 
rayon allant au centre de la circonférence Xi = b et prolon- 
geons ce rajon jusqu'en B© à sa rencontre avec la courbe en trait 
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plein M,Bo. Comme a est très petit et que toutes nos courbes 
difTèrciu très peu de la circonféreuce ^,^6, le segment AgHo 
sera très petit. 

Nous voyons alors que M, A,, M^Aj, M, Aj, M» A,, Mo Aj sont 
les consé(|ueDls successifs de MoAo; que MiB,, MoBj, M,B,, 

M,B,, M,Bs sont cens de M^B^ cl enfiu que A, It,, A^Bj 

AjBi sont ceux de AoBo- 

Les arcs A,B,, AiB^, ..., A^Bj ne sont plus reciilignes en 
général, mais sont des arcs de courbe très petits, 

La partie de la figure eu trail plein reproduit alors les Jig, i 
ou a du n" 308; et l'ensemble de nos courbes en Irait plein 
représente une courbe invariante K. 

J'ai fuit la figure dans la première b^potlièse qui, comme nous 
l'avons vu, doit ^Irc rejetée ainsi que la cinquième; d'après ce 
que j'ai dit au n" 309, îl en est de même de la deuxième. 

Il faut examiner la quatrième avec plus de di^tail. Pour cela, 
cliercbons l'équation de nos surfaces as^mplotiqucs. D'après ce 
que nous avons vu au n" 207, celte équation peut s'obtenir de la 
façon suivante : 

On forme une fonction S qui est développable suivant les puis- 
sances de \/j7, de telle sorte que 

S = S„ H- v/^S, -^ . . . + j/i Sp -I- . . . . 

Quant à S,,, c'est une fonction périodique de période an par 
rapport ârl et /iTr par rapport à y\. 
Nous aurons ensuite 



(41 



' d/, ^ '"' dy,- 



L'équation (4) est l'équation de la surface asjmptotique. 

Si la série S élaît convergente, la périodicité des Sp entraî- 
nerait cette conséquence que nos courbes devraient être fermées 
ri que les deux points Ag et Bg coïncideraient. Mais il n'en est 
pas ainsi {<■/. n" 225, et sqq.). 

Que signifie alors l'équatîon (4)? Elle ne peut être vraie qu'au 
point de vue formel; c'est-à-dire que siSy, est la somme des/>-+- 1 
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premiers termes de la série S de telle façon que 

p 

Téquation 

a bis) ^, = ,n,__4-/n,-^ 

JHrl 

sera vraie au\ quantités près de l'ordre i/. * . 

Mais l'équalion (4 bis) représente une surface fermée et p esl 
aussi grand que l'on veut. 

Nous devons donc conclure que la distance AqBo est un infini- 
ment petit d'ordre infini (cf. n"^ 225 et suivants). D'autre pari. 

la distance A0A5 (ou B0B3) est de l'ordre de y/jji et est par con- 
séquent infiniment petit d'ordre ^. 

La distance AqBq est donc infiniment petite par* rapport 
à AqAi, ce qui montre que la quatrième hypothèse doit être 
rcjetéc. 

La seule hypothèse possible est donc la troisième. 

Donc les deux arcs A0A5 et BoB;i se coupent. 



Application au problème restreint. 

313. Je vais appliquer les principes précédents au problème 
du n° 9 et j'adopterai les notations de ce numéro; nous aurons 
par conséquent les équations canoniques 



où l'on a posé 


dx'i 
dt 


dF' 
dy'i ' 


dvi dV 
dt dx'i 


(5) 


1 


x\ - L, 


x\ — G, 


et, d'autre part, 










F' = 


-R4-G- 


Fo4- |iF| -i-. . ., 




F. = 


I 


r'. 



'2:r, 
Posons maintenant 



Xx r^ L — G, J'2 — L -f- G, 
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les équalions conserveront la forme canonique et deviendront 

dxi d¥' dyt dF\ 



on aura d^ailleurs 



croù 



dl dyi dt dxi' 



y ^ _ 2 ^ J^i — J^i 



,|j = ; — - -i- -, /Ij — 



Si nous supposons l'excentricité Irt's petite, L et G diiréreront 
1res peu en valeur absolue; donc Tune des deux quantités ar^ et x^ 
est très petite. 

J*observe de plus que les égalités 

L = /a, G = \/al i — e^ ) 

montrent que G est toujours plus petit que L en valeur absolue. 
Donc Xi et x-* sont essentiellement positifs. 

Supposons Xi très petit, la fonction F' sera une fonction de a 
et de l -\- g — t développable en outre suivant les puissances 
de ecosg et de esin^. Ce sera donc aussi une fonction de jTo 
et de j'2 développable en outre suivant les puissances de 

Elle sera périodique de période 'atz tant en ^^ qu'enta» 

Si, au contraire, c'est Xo qui est très petit, la fonction F' sera 
une fonction de Xt et de j^,, développable en outre suivant les 
puissances de 

v/xj cos^2 Cl v^-^'îsin^j. 

Mais nous supposons nos quatre variables .r et ^ liées par 
l'équation des forces vives 

celle équation se réduit approximativement à 

Fo -- C. 

(iOnstruisons la courbe Fo == G en prenant x^ et x-i comme les 
coordonnées d'un point dans un plan. 
L'équation peut s'écrire 

(Xi -T- Ti)'{2.C -f- ^1 — Xi) — 4. 
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Celte courbe a deux asymptotes 

et elle est symétrique par rapport à la première de ces deux 
asymptotes. 

Mais il importe de remarquer que la seule partie de la courbe 
qui nous soit utile est celle qui est située dans le premier qua- 
drant 

Suivant les valeurs de G, la courbe peut présenter une des 
formes représentées par les deux figures suivantes : 



Fig. 8. 




Les axes de coordonnées sont représentés en trait mixte, les 
asymptotes et les parties utiles de la courbe en trait plein, les 
parties inutiles de la courbe en trait pointillé. 

Nous supposerons que l'on donne à G une valeur telle que la 
courbe présente la forme de \di fig, 9 et qu'elle comprenne deux 
arcs utiles AB et CD. Nous n'envisagerons d'ailleurs que l'arc AB. 

Remarquons que quand on parcourt cet arc AB, x^ décroît con- 



^s 



stamment de OA à zéro, x^ croît constamment de zéro à OB et — 

croît constamment de zéro à -f- 00. 

Si nous construisons maintenant la courbe F =: C en regardant 
y\ et^a comme des constantes et x^ et x^ comme les coordon- 
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nées d'un point dans un plan, la courbe différera peu de Fo=: G 
et pourra encore être représentée par \difig, 9; elle aura un arc 

utile AB et quand on parcourra cet arc le rapport — croîtra con- 
stamment de zéro à -|- 00. 



Fig. 9. 




On est ainsi conduit au mode de représentation géométrique 
suivant : on représentera la situation du système par le point 
dont les coordonnées rectangulaires sont 



\/xt cosyi 



yfx^x si 



n^i 



>/x\ -4- 4a:t — 2 \fxx cos^i ^Xi -1-4^1 — a /^i cosj^i 

2 >Jxx sin^i 



V^oTj -+- 4 ^1 — 2 /^ cos J^i 



Ces trois fonctions sont développables suivant les puissances 
de y/oti cosj^i et \Jx\ sin^i, si x^ est très petit, et suivant celles 
de y^ cos^2 et yjx^ sinj^a, si ^Ca est très petit. Elles ne dépendent 

que du rapport — • 

A chaque système de valeurs de ^i et de j^a et à chaque point 

de l'arc utile AB correspond ainsi un point de l'espace et un seul. 

Le déterminant fonctionnel des trois coordonnées par rapport 

à j^i,^2 et au rapport l/~ conserve toujours le même signe. 
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Nous pouvons donc appliquer les résultats du numéro précé- 
dent à rinlérieur de tout domaine D où W2 ^^ s'annule pas. 
Or /?2 s'annule pour ^r^ -|- 0:3 = 9.. 
Mais si Ton a j:^ + ^Tj = 2, Xi > o, :ra > o, on aura évidemment 

'1 Xi — Xx ^ 1 Xi-\-Xx Z 



( 



Or, le premier membre de cette égalité est Fq, et en conslruisant 
la courbe Fq = C, nous avons supposé que nous nous trouvions 
dans le cas de la fi g, 9; or le cas de \di fif^. 9 suppose 

Comme Fq diffère très peu de F et par conséquent de G, nous ne 

pourrons avoir à la fois 

3 3 

4 4 

à moins que C ne soit très voisin de sa limite -> ce que nous ne 
1 4 

supposerons pas). 

On n'aura donc pas, dans les conditions où nous nous sommes 
placés, n^ = o. 

Ainsi les résultats du numéro précédent sont applicables et si 
l'on construit les surfaces asjmptotiqucs et que l'on envisage 
l'intersection de ces surfaces avec le demi-plan r2 = o, les deuit 
arcs analogues à ceux que nous avons appelés plus haut AqAj 
et B0B5 se couperont. 

J'ajouterai encore un mot : 

Les coordonnées du troisième corps par rapport au grand et 

au petit axe de l'ellipse qu'il décrit sont, d'après une formule 

bien connue, 

L^(cos/ -h. . .). 

LG(sin/ -+-. . . ). 

On voit ainsi que, quand G change de signe, la seconde de ces 
coordonnées change de signe. 

Il en résulle que la planète troublée circule dans le même sens 
que la planète troublante si G est positif et en sens contraire si G 
est négatif. 
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES DU DEUXIÈME GENRE. 



314. Considérons un système d^équalions 

(i) -^ = X/ (« = I, 2, ..., n;, 

OÙ les X| sont des fonctions de ^i, x^^ . . ., J?/i, et de t^ pério- 
diques de période T par rapport à t. 
Soit 

une solution périodique de période T des équations (i). 

Nous allons chercher si les équations (i) admettent d^autres 
solutions périodiques, très voisines de (2) et dont la période soit 
multiple de T. 

Ces solutions, si elles existent, s^appelleront solutions pério- 
diques du deuxième genre. 

Considérons une solution des équations (1), très voisine de (2). 

Soit 

<p/(o)-hP/ 

la valeur de Xî pour ; = o et 

?*(o)-- P/-h4/, =^ 9/(A:T)-t- P/-4- ^i 

la valeur de xi pour C = kT (k étant un entier). 

Les Pi et les ^/ dont la définition est ainsi la même qu'au Cha- 
pitre III seront très petits et Ton verrait comme au Chapitre III 
que les ^ sont des fonctions des p, développables suivant les puis- 
sances croissantes des p. 

Pour que la solution soit périodique de période AT, il faut et 
H. P. - III. i4 
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il suffit que N^^ 

V, 
(3) i;;,= <};j = ...r^ (j;^ = 0. 

Les ^i{t) étant des fonctions périodiques, les ^ s^annulent avec 
les p. 

Nous supposerons que les fonctions X/ qui figurent dans les 
équations ( i ) dépendent d'un certain paramètre [x. Alors, les fonc- 
tions Oi{t) dépendront non seulement de t, mais de [a; par rap- 
port à t, elles seront périodiques de période T, T étant une con- 
stante indépendante de |jl. 

Dans ces conditions, les fonctions ^, dont la définition reste la 
même, dépendront non seulement des p, mais de [a. Si nous 
regardons 

comme les coordonnées d'un point dans l'espace à n 4- i dimen- 
sions, les équations (3) représentent une courbe dans cet espace. 
A chaque point de cette courbe correspondra une solution pério- 
dique, de période AT. 

Comme les ^ s'annulent tous, quand les ^ s'annulent tous à la 
fois, cette courbe comprendra la droite 

(4) Pi= Pî = ...= ?« = o. 

Aux différents points de cette droite correspondra la solu- 
tion (2) qui, étant une solution périodique de période T, est, par 
cela même, une solution périodique de période kT, 

Mais nous devons nous demander s'il existe d'autres solutions 
périodiques, voisines de la première, ou, en d'autres termes, sî la 
courbe (3) comprend, outre la droite (4), d'autres branches de 
courbe s'approchanl très près de la droite (4)« 

En d'autres termes, y a-t-il des points de la droite (4) par où 
passent des branches de la courbe (3) autres que cette droite? 

Soit 

Pi = Pj = . . • = ?/I = O, [1 = [Xo 

un point P de la droite (4). 

Pour que par le point P passent plusieurs branches de courbe, 
il faut qu^en ce point P le déterminant fonctionnel, ou jaco- 
bien, des A, par rapport aux p, s'annule. 
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Otie condirini) n^est d'ailleurs pas suffisante, comme nuiis le 
verrons plus loin, pour que par le poinl P passent plusieurs 
branclies de courbe réelles. 

Formons le détcrminanl des-ji par rapport aux p, ajoutons — S 
il loiis les [crmes de la diagonale principale et égalons à zéro le 
(Ii^ierminiiDl ainsi obtenu. Nous obtiendrons ainsi l'équation 
connue sons le nom A'i-quation en S. 

Les racines de celte équation {Cf. n''âO) sont 



X étant l'un des exposants caractéristiques des équations (i). 

Pour que le déterminant fonctionnel soit nul il faut et il snflU 
qu'une des racines soit nulle; on doit donc avoir 



ce qui veut dire que ^*aT soil un multiple de xiK. 

/Jonc, pour gue par Ip point P passent plusieurs branches dr 
courbe, il faut que l'un des exposants caractéristiques soit 
\ multiple de'^. 

315. Celte condition n'est pas siinisante et une discussion plus 
complète est nécessaire. 
Posons 

Cl cherchons à développer les fi suivant les puissances enliiTes ou 
fractionnaires de \. 

Nous supposons que le jacolncn des i/, par rapport aux 'fi. rsl 
nul ; ce jacobien s'annule pour A =: o, mais ne sera pas en général 
identiquement nul; il faudrait pour cela que l'un des exposants 
caractéristiques fi\[ constant, indépcudaut de ;a et égal ù un inni- 
liple de -ry 

Nous supposerons donc que le jacobien s'annule pour ), =; o, 
mois que sa dérivée, par rapport à X, ne s'annule pas. 

De même, nous supposerons d'abord que les mineurs du pre- 
mier ordre de ce jacobien ne s'annulent pas [ous k la fois. 

Danâ ce cas, en vertu du théorème du n" 30, de n — \ des 
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équations (3) on pourra tirer n — i des quantités P en séries 
développées suivant les puissances entières de \ et de la /i'*"* 
quantité P, par exemple de ^n* 

Dans la /i*^"*** équation (3), substituons les valeurs de 

ainsi trouvées. Le premier membre de cette n*^"* équation se 
trouvera ainsi développé suivant les puissances de X et de P»; écri- 
vons-la sous la forme 

e(X, p„)-=o. 

J'observe d'abord que doit être divisible par p«, car la 
droite (4) doit faire partie de la courbe (3). 

D'autre part, la dérivée de par rapport à P« doit s'annuler 
pour X = o, puisque le jacobien s'annule. Pour X = o, ne con- 
tient donc pas de terme du premier degré; supposons qu'il ne 
contienne pas non plus de termes du deuxième, . . . , du /> — i '''"•** 
degré, mais qu'il contienne un terme de degré/?. 

Enfin, comme la dérivée du jacobien par rapport à X ne s'annule 
pas, nous aurons un terme en X^,,. 

Je puis donc écrire 

C étant un ensemble de termes contenant en facteur PJ^*, Xpj, 
ou X*'' P/i ; et A et B étant des coefficients constants qui ne sont pas 
nuls. 

On voit qu'on peut tirer de là P« en série procédant suivant les 



puissances de X^~' et la question est de savoir si cette série est 
réelle. 

Si/> est pair, ou si,/> étant impair, A et B sont de signes con- 
traires, la série est réelle et il existe des solutions périodiques du 
deuxième genre. 

Si p est impair et si A et B sont de signes contraires, la série 
est imaginaire et il n'y a pas de solution périodique du deuxième 
genre. 

Je suppose maintenant que non seulement le jacobien s'annule 
pour X = o, mais qu'il en soit de même de tous ses mineurs du 
premier, du second, etc., du p — i''"® ordre. Je suppose 



1 toutefois que les mineurs du p"'"'' ordre ne soDl pas tous nuls à 
' )a fuis. 

Dans ces conditions, d'après le n" 57, il y auru non pas un, 
imaU/? exposants caractéristiques qui seront multiples de p=-- 

De n — p des équations (3), on pourra alors tirer n—p des 
quantités ^ sous la forme de séries développées suivant les puis- 
sances de X ei des/» dernières quantités p. 

Pour ahri^ger le langage, je dirui les p' pour désigner les n — /> 
premières quantités p, et les P" pour désigner les p dernières 
quantités ^. Nous aurons doncles P' développées suivant les puis- 
isances de X et des fi". 

I Substituons ces développements û la place des p' dans les p 
i^eniières équations (3), nous obtiendrons^ équations 

.{5) e, = e,^...^ 6p = o, 

dont les premiers membres seront développables suivant les puis- 
sances de X et des ^". 

Le jacobien et ses mineurs des p — i premiers ordres étant 
nuls, ces premiers membres ne contiendront pas de termes du 
premier degré en ^" indépendants de X. Il faut voir maintenant si 
les premiers membres des équations (5) contiendront des termes 
du premier degré par rapport aux fi" et en même temps du pre- 
mier degré par rapport à K. 

Soit Oi l'ensemble des termes de S, qui sont du premier degré 
par rapport aux P"; il est clair que 0, pourra se développer sui- 
vant les puissances deX; soit 

i3,- = o?-(-;^oj-^).>oi*'-i-... 

ce développement; les 6j*' seront des polyi 
I premier degré par rapport aux P". 
I D'après ce qui précède, Q" sera identique 
î voir s'il n'en est pas d<f même de 9,' . 

Le jacobien des i par rapport aux ^ est égal à 



es homogènes du 

.1 nul;uiuisilfaut 



Ile produit indiqué par le signe D s'étendant k n facteurs c 
pondant aux n exposants caractéristiques a. 
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Soient ai , a27 . . . , a/j ces n exposants et soit 

(p(a) = (i — e*«T); 

le jacobien sera égal au produit 

o(a,)<p(aj)... «(«„). 

Pour )v r=z o, le jacobien s'annule ainsi que ses mineurs des 
p — I premiers ordres; il en résulte que /> des exposants sont 

multiples de-^« Donc,/? des facteurs ç(a) s'annulent pourX = o 

et sont, par conséquent, divisibles par).. Le produit, c'est-à-dire 
le jacobien sera donc divisible par \p. 

Nous supposerons que pour )v = o, aucun des -rc- ne s'annule; 

c'est ce que nous avions déjà supposé plus haut. Dans ces condi- 
tions aucun des f (a) n'est divisible par \^, Donc le produit n'est 
pas divisible par X^"*"*. 

Ainsi, le jacobien est divisible par \P^ mais pas par X'^'*"*. 

Il résulte de là que le déterminant des 6^- est différent de zéro, 
et par conséquent qu'aucun des 6j ne s'annule identiquement. 

Le cas le plus simple est celui où, pour A = o, les termes du 
deuxième degré ne disparaissent pas dans les 0/ et où ces termes 
du deuxième degré ne peuvent pas s'annuler à la fois, à moins 
que tous les P" ne s'annulent à la fois. 

Soit alors tj/ l'ensemble des termes du deuxième degré de 6/ 

pour \:=zO. 

Il suffira alors d'envisager les équations algébriques 

ra -+■ XôJ = o, 

dont les premiers membres sont des polynômes homogènes du 
deuxième degré par rapport à X et aux ^" , 

Si ces équations admettent des solutions réelles, nous aurons 
des solutions périodiques du deuxième genre. 

Je ne développerai pas la discussion dans les autres cas, me 
réservant de la faire complètement en ce qui concerne les équa- 
tions de la Dynamique. 



Cas où le temps n'entre pas explicitement. 

316. Supposons que les fonctions X,' ijui figurent dai 
équations (i) ne dépendent pas du temps /. 

Dans ce cas, comme nous t'avons vu an n" 61, l'un des 
sanU caractéristiques est toujours nul. 

D'autre part, si 

est une solution périodique de période T. il en est de mèi 

^, = -?,(' -.-/.) 

quelle que soit la consUinle /(. 

Dans le numéro précédent, nous sujqiosions qu'il y avnil 
qne soit ^, une solution périodique 



et la période ne pouvait être que T, puisque les X, éiaii 

fonctions périodiques de l, de période T, 
La pi^riode était donc indépendante de p., 
Il n'en est plus de même ici. Nous supposerons Inujoui 

quel que soit jA, les équations ( i ) admettent une solution 

clique 



s que. 
pério- 



Mais la période dépendra de [ji en général. J'appellerai T la 
pénode, elT, la valeur de T pour i* = ^).„, c'esl-à-dire pourX= o. 

Nous niudiiîerons alors un peu lu délinilion des quantités |3 el 'jj. 

Nous désignerons toujours par fi(o) -t- ^i la valeur de Xj pour 
f = o; mais nous représenterons par ifi,-{o) -H P/^--}-,- la valeur 
de xi pour ( = A^(T -i-T) (et non pour / = ^T). 

Alors, les -^j seront des fouclions des » -h 2 variables 



P,.fl„... 



-.. X. 



Si l'on continue à regarder les p et X comme les coordon 
d'un point dans l'espace à /i 4- 1 dimensions, les équations 
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puisque nous pouvons faire varier indépendamment el d'une 
manière continue les deux paramètres t el ).. 

Mais il importe de remarquer que sur cette surface sont tracées 
des courbes dont les divers points correspondent à des solutions 
périodiques qui ne peuvent pas être regardées comme essentielle- 
ment distinctes. 

Si, en effet, 

est une solution périodique, il en sera de même de 

quelle que soit la constante /*, et cette nouvelle solution ne sera 
pas réellement distincte de la première. 
A la première correspond le point 

et à la seconde le point 

P/-/(/0-?/(o). 

Quand on fait varier h d^une manière continue, le second point 
décrit une courbe dont les divers points ne correspondent pas 
ainsi à des solutions réellement distinctes. 

En particulier, envisageons la solution 

A cette solution correspondra le point 

<(ui appartient à la droite {\), 
A la solution 

<|ui nVst pas réellement distincte de la première, correspondra 
le point 

(i fns) p^=o,(/ï) -<p/(o), 

qui appartient ù une certaine surface (4 bis) faisant partie de la 
surface (3). 

Il s'agit (le savoir si la surface (3) contient des nappes autres 
que (4 bis) et n'approchant très près de ( î bis)\ c'est-à-dire s'il 



la surface (4 bts) des points par où passent d'autres nap 
Le la surface (3) que la surface (4 bis) elle-même. 

Nous pourrons, sans restreindre la généralité, supposer ^, — o 
ou nous imposer une autre relation arbilrafre entre les P). 
Ed effet, les solutions 

ic sont pas réellement dislinclf^s el il suffira d'envisager l'une 
-cJ'elle-o. 

Nous pouvons donc choisir arbitrairement la constante fi\ et 
«lous pouvons le faire, par exemple, de lelle façon que 

tfoù 



Si noDS nous imposons cette condilion ^|=^o, les deux sur- 
faces (3) el (4 li's) se ff'duîsenl à des courbes et, en particulier. 
la surface (4 f>U) se réduit a la droite (4). 

Nous sommes amenés de nouveau à recliercbcr si par un point 
de la droite (j) passe une autre branche de la courbe (3). 

Pour cela, combinons l'équation pi ^ o avec les équations (3) ; 
ces équations représenteront la courbe (3) ou une courbe dont la 
courbe (3) n'est qu'une partie, l'our que cette courbe, dans le 
domaine considéré, ne se réduise pas à la droite (4). il faut que 
le jacobien de <}(,, «jij, . . ., i]/„, p, par rapport à p,, ^j, . - -, p», t 
el celui de t[i,, ^i, .... t]i„ par rapport à fi», pj. - - -, p„, t soit nul 
pour \ = o. 

Comme rien ne distingue p, des autres p, les jacobiens des if 
par rapport à t et à n — i quelconques des p devront s'annuler 
lous. C'est-à-dire que tous les déterminants contenus dans la 
tDstricG des n"' 38 et 63 doivent s'annuler à la fois. En raison- 
nant comme au n" 63, on verrait que l'équation en S doit avoir 
denx racines nulles. 

11 eu résulte que deux des exposants caractéristiques devront 
être multiples dc-r^- Cela est déjà vrai de l'un d'entre eux qui 
est nul. Un second exposant devra être multiple de -p^- 

Si cette condition est remplie, nous formerons un système de 
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n + 1 équations comprenant les équations (3) et p, = o. Nous en 
tirerons t et les ^ en séries développées suivant les puissances 
entières et fractionnaires de \, 

Si les séries sont réelles, il y aura des solutions périodiques du 
deuxième genre; si les séries sont imaginaires, il n'y en aura pas. 

Je ne développerai pas la discussion. 

317. Supposons maintenant que les équations 

(.) $ = x,, 

où le temps entre explicitement, admettent une intégrale uniforme 

F = C, 
de telle façon que Ton ait 

Nous avons vu au n° 64 que dans ce cas le jacobien des tj/ par 
rapport aux ^ s'annule et que Tun des exposants caractéristiques 
est nul. 

Les équations 

(3) ij;, = ,j;, :rr...r:z4;„=rO 

ne sont pas alors distinctes puisqu'on a identiquement 

F[?/(o) -^- P/ -^ h] - F[?/(o) -i- p/] = o. 

Elles ne représentent donc pas une courbe, mais une surface. 

Mais dans ce cas, d'après les principes du Chapitre III, nous 

avons une double infinité de solutions périodiques de période T 

puisqu'il y en a une qui correspond à chaque valeur du para- 
mètre [JL r - ijLo 4- X et à chaque valeur de la constante C. 

Nous conviendrons de donner à la constante C une valeur 
dèlorminéo Co ^t nous n'aurons plus qu'une simple înGnité de 
solutions périodiques de période T 

chacune d'elles correspondant à une valeur de X. 
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Les équations (3) n'étant pas distinctes peuvent être rempla- 
cées par n — i d'entre elles, par exemple par 

Considérons alors le système 

(3 bis) 4^1 = 4;, r.. . .= 4;„_i = 0, F[<p/(0)-f- p/] = Co. 

Les équations (3 bis) représentent non plus une surface mais 
une courbe dont fait partie la droite 

(4) pi=o. 

Pour que par un point de la droite (4) passe une autre branche 
de courbe, il faut que le jacobien de 

par rapport aux p, s'annule. 

Cette condition peut encore se mettre sous une autre forme. 
Supposons que nous résolvions Téquation 

par rapport à Xn et que cette résolution donne 

Substituons 6 à la place de Xn dans X/, et soit X^- le résultat de 
cette substitution. 

Les équations (i) se trouveront ainsi remplacées par les sui- 
vantes 

dx/ 
(ibis) _=x; (t = i, 2, ..., /i — i). 

Ces équations (i bis) admettront pour solution périodique 

Les exposants caractéristiques de cette solution périodique, 
considérée comme appartenant aux équations (i bis), seront au 
nombre de n — i . Soient aj , a2, . . . , 0Ln_i ces n — i exposants. Ce 
seront les mêmes que ceux de cette solution périodique Xi = ?/(')> 
considérée comme appartenant aux équations (i) en supprimant 
celui des n exposants qui est égal à zéro. 
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Pour que dans le voisinage d'un point de la droite (4)» les 
équations (i) admettent des solutions périodiques du second 
genre, il faut et il suffit que les équations (i bis) en admettent, 
c'est-à-dire qu'en un point de la droite (4) l'un des n — i expo- 

2 lie 

*iants caractéristiques ai, a2. . . ., oLn^t soit multiple de -pp* 

Ainsi, la condition énoncée plus haut que le jacobien de ^i, 
'!/2, . . . , '}/i_i , F est nul est susceptible d'un énoncé tout différent. 
Pour qu'elle soit remplie, il faut que deux des exposants soient 

multiples de -p^; cela est toujours vrai d'un d'entre eux qui est 

nul; cela doit être vrai d'un second exposant. 

Supposons cette condition remplie. Des équations (3 bis) nous 
tirerons les ^ en séries ordonnées suivant les puissances entières 
et fractionnaires de ).. Je ne ferai pas la discussion pour savoir si 
ces séries sont réelles. 

318. Supposons maintenant que les X/ ne dépendent pas 

explicitement du temps, et que les équations (i) admettent une 

intégrale 

F = C. 

Dans ce cas, d'après le n" 66, deux des exposants caractéris- 
tiques sont nuls. Si, pour un système de valeurs de [jl et de C, les 
équations admettent une solution périodique, elles en admettront 
encore pour les valeurs voisines de sorte que nous aurons une 
double infinité de solutions périodiques 

dépendant des deux paramètres {jl et C. La période T ne sera pas 
constante, ce sera une fonction de [jl et de C. 

Donnons alors à C une valeur déterminée Co et soient encore 

«p/(0) -h Pi-, Ç/(o) -+- P/ h- 4^/ 

les valeurs de a?/ pour f = o, et pour t = k(T -+- t). 
Aux équations 

nous adjoindrons d'abord l'équation F = Co et ensuite une rela- 
tion arbitraire entre les P, par exemple p, = o. 



IVûus pouvons en effet, sans restreindre la généraliLé, et pour 
la même raison qu'au n° 316, supposer p, ^o. 
Nous obtiendrons ainsi le système 



Ces équations représentent une courbe; en effet, le nombre 
(les équations est égnl à /i -f- 'J; mais les n équations (3) ne sont 
pas dîsUncIcs et peuvent être remplacées par n — i d'entre elles 
et cela pour la même raison qu'au numéro précédent. Le sys- 
tème (3 ter) se réduit ainsi à n-t- i équations. Le nombre des 
variables est n -i- a, à savoir 



Celte courbe (^i ter) comprend la droite 

Soit p,= o, [i — ; 1*1) un point de cette droite. Pour que, par ce 
point, passe une autre branche de courbe, il faut que le jacubien 
des premiers membres des équations (3 ter) soit nul, ou, ce qui 
revient au même, que le jacobien de « — i des i et de F par rap- 



, puisque rien r 



porl à p,, pu, .... Pn et T soit nul, 
distingue ^i des autres p, que les jacobiens de F et de 
quelconques des ^ par rapport à t et à n ^ — i quelconques des p 
soient tous nuls. 

Cette condition est susceptible d'un autre énoncé. 

Comme dans le numéro précédent, de l'équation F --- Cn nous 
tirerons 

el nous obtiendrons les équations 

Il faut alors, d'après le n" 31G, que des n — \ exposants carac- 
téristiques [si la solution périodique est regardée comme appar- 
tenant aux équations (i 6/5)], un soil nul et un autre multiple 
de -p|r; ou, ce qui revient au même, que des n exposants carac- 
lérîstiques [si la solution périodique est regardée comme appar- 
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tenant aux équations (i)], deux soient nuls et un troisième mul- 

tiple de -pp • 

Supposons cette condition remplie; on tirera de (3 ter) les ^ 
et T en séries ordonnées suivant les puissances entières ou frac- 
tionnaires de A; je m^abstiendrai encore ici de la discussion. 



Application aux équations de la Dynamique. 

• 

319. Je voudrais faire une discussion plus complète de ce qui 
concerne les équations de la Dynamique; mais pour cela, j'ai 
besoin d'abord de démontrer une importante propriété de ces 
équations. 

Soient Ç/ et yii les valeurs de xi et yi^our f = 0; soient X,- 
lit Y/ les valeurs de xi elyi pour ^ zr:i T. Nous savons que 



//= 



2 dxi dyi 
est un invariant intégral; on aura donc 



ff' 



l'intégrale double étant étendue à une aire quelconque A. 
Cela peut s'écrire 

J:L(\id\i - \id\i-~Udra H- r^tdh) --= o, 

rintégralc simple étant étendue au contour de l'aire A, c'est- 
à-dire à un contour fermé quelconque. 
En d'autres termes, l'expression 

est une différentielle exacte. 
Il en résulte que 

est aussi une différentielle exacte. 

320. Si Ton fait varier ï, il est clair que S sera fonction de T. 
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v^alciilons la dérivée de S par rapport à T, à Taîde des équations 

dXjt _ dF dY^ d¥_ 

dï ~ d\i' dT " d\i' 
H vient 

ou bien 



dS 
dT 



_(X_S,^*-(Y-,)rf^], 



OU, en intégrant par parties, 

OU enfin 
-Ts; = '2F — 2(X — ;)-=T-t-(Y— t))^y:-4- fonction arbitraire de T. 

Nous prendrons la fonction arbitraire de T égale à une con- 
stante — i>. G et nous aurons 

g-=.(F-C)-.[(X-0j^-(Y-.)^]. 

Pour T rz: o, OU a rfS ^^ o ct par conséquent 

S — const. 

Nous prendrons cette constante nulle de sorte que S s'annulera 
Identiquement pourïr:i^o; la fonction S est ainsi entièrement 
déterminée. 

321. Cherchons les maxima et les rainima de la fonction S. 
Considérons d^abord T comme une constante. Pour que la fonc- 
tion S présente un maximum ou un minimum, il faut, à supposer 
que cette fonction S puisse être regardée comme fonction 
uniforme des variables X/-+-Ç/ et Yi-hru dans le domaine 
considéré, il faut, dis-je, que ses dérivées par rapport à ces 
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variables soient nulles, c'est-à-dire que l'on ait 

La solution correspondante est donc une solution pério- 
dique de période T et cette période T est ici une des données de 
la question. 

Ne regardons plus T comme une donnée; pour que S présente 
un maximum ou un minimum, il faudra que l'on ait d'abord 

X/ = Ç/, Y/ = T^/, 
ety de plus, 

Mais si X = Ç, Y = 71, il reste 

^ = ^(F-C), 

d'où 

F = C. 

La solution correspondante sera encore une solution périodique 
de période T. 

Mais la période T ne sera plus une donnée de la question : ce 
qui sera une donnée, c'est la constante des forces vives C qui 
n'intervenait pas dans le cas précédent. 

Les deux manières de rechercher les maxima de S se rattachent 
aux deux manières d'entendre le principe de moindre action, celle 
de liamilton, et celle de MauperUiis. On le comprendra mieux 
après avoir lu le Chapitre suivant. 

322. On peut aussi modifier de la façon suivante la définition 
de la fonction S. 

Dans un grand nombre d'applications, F est une fonction pério- 
dique de période ait par rapport aux yi. Dans ce cas, une solu- 
tion peul encore être regardée comme périodique, quand X|= Ç/ 
et que Y,- — r^i est multiple de 'ir.. 

Alors il est clair que si nous posons 

OÙ m%^ iii3« . . . ^ niji sont des entiers quelconques, rexpression dS 
sera encore une diHerenlielle exacle. 
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On trouvera d'ailleurs 



= aF - 2 [(X - ^ + ( Y -- T) — 2/71 tu) ^1 -+- fonct. arb. de T. 

Nous prendrons 

^ = ,(F-C)-s[(X-0g+(Y-r.-a«.u)g]. 

Pour ï =o, on a 

Nous prendrons 

S = 4TtSm/5/, 

oc qui achève de déterminer la fonction S. 

Les maxima et minima de S, en supposant T donné, s'obtien- 
dront en égalant à zéro ses dérivées, ce qui donne 

La solution correspondante est encore une solution périodique 
puisque Y/ — 'ta est un multiple de 2t:, La période T est donnée. 
Si T n'est pas donné, il faut d'abord que 

X| = î/, Y/= r^i-himiTz 
et, de plus, que 

dS 

d'où 

F = C. 

323. Il faut maintenant que nous apprenions à discerner les 
véritables maxima et les véritables minima de S; en effet, nous 
avons seulement jusqu'ici cherché la condition pour que les déri- 
vées premières de S soient nulles; mais on sait que cette condi- 
tion n'est pas suffisante j)Our qu'il y ait un maximum; il faut 
encore que les dérivées secondes satisfassent à certaines inéga- 
lités. 

Supposons-nous d'abord placés dans les conditions du n® 319 
et regardons T comme donné. 

Soit 

H. P. - IIL i5 
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uDe solution périodique de période T, de telle sorte que 

?/(o) = ?/(T), ?i(o) = ç>;(T). 

A cette solution pourra correspondre un maximum ou un mi- 
nimum de la fonction S. 
Soient 

Xi = o/(^)-h xj, yt = 9i(0 -^y] 

deux solutions très peu diflférentes de cette solution périodique. 

Je supposerai que x'^j y'^ x]y y] soient assez petits pour qu'on 
puisse en négliger les carrés et qu'on puisse regarder ces quan- 
tités comme satisfaisant aux équations aux variations (C/, Cha- 
pitre IV). 

Soient $J et r,|- les valeurs de x'^ et y] pour / =o; XJ- et Y^- les 
valeurs de x^ eiy'^ pour / =:= T. 

Pour savoir si S a un maximum ou un minimum, il suffit d'étu- 
dier l'ensemble des termes du second degré dans le développement 
de S suivant les puissances des Ç) et des T^'^. 

Or il est aisé de reconnaître que cet ensemble de termes se 
réduit à 

Étudions l'expression 

(I) I.(x]yi-y:x'i). 

D'après le n**o6, cette expression doit se réduire à une constante. 

Quelle est la forme de la solution générale des équations aux 
variations. 

S'il y a /i degrés de liberté, nous aurons n — i solutions parti- 
culières de la forme 

Les a^ sont les exposants caractéristiques et les sont des fonc- 
tions périodiques de période T. 

Nous aurons n — i autres solutions de la forme 

correspondant aux exposants — a^ qui sont égaux et de signe 
contraire aux n — i exposants a^. 



c^ 
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TIous aurons la solution évidente 

enfin la 2/i*^"* solution particulière sera 

d^i , , , d^'i , , 

onc, la solution générale pourra s'écrire 

\es A, B, C, D étant des constantes d'intégration. 
On aura de même, 

avec une formule analogue pour^]'. 

Les A', B', C, D' sont de nouvelles constantes. 

Substituons ces valeurs dans l'expression (i); cette expression 

deviendra une forme bilinéaire par rapport aux deux séries de 

constantes 

A, B, C, D, 

A', B', C, D'. 
Cette forme devant s'annuler identiquement pour 

AA=Ai, BA.= Bi, G = G', D = D' 

sera une forme linéaire par rapport aux déterminants contenus 
dans la matrice 

Al Bi, A2 B2 ... \n-i Brt-i C D 

a; b; a; b; ... a'«_, b;,_, c d' 

Les coefficients de cette forme linéaire devront être des con- 
stantes puisque l'expression (i) doit se réduire à une constante. 

En général, aucun des exposants caractéristiques ne sera nul et 
deux de ces exposants ne seront pas égaux entre eux. 

Il résulte de là que nous ne devons pas avoir de terme conte- 
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nant Tun des déterminants 

A^A;-AyAi, A*B;-ByAi-, B^B}-ByBi, 

A*G'-CAi, A^D'-DAi, BA-C'-CBi-, B;tD'-DBi, 

car le coefficient de ce terme devrait contenir en facteur l'une des 
exponentielles 

e(afc+a;'/^ ei^k-0Lj)t^ ^-icn-hOij^t^ g±oiié 

et ne pourrait se réduire à une constante. 

Les seuls déterminants qui puissent entrer dans notre forme 

sont donc 

A^Bi-B^Ai. CD'-DC, 

de sorte que je puis écrire 

(2) 2(a7Î/,— y,ar;)=2MA.(AA-Bi.-BAAi.)-f-N(CD'-DG'), 

les Ma et N étant des constantes. 

Je dis que Ma ne peut être nul; sans quoi Texpression (i) ne 
dépendrait pas des constantes Â^, A)^, B^, B)^; si alors nous sup- 
posions que toutes les constantes A' et B', C et D' sont nulles à 
l'exception des deux constantes AJ^ et B]^ auxquelles nous attri- 
buerions des valeurs données, différentes de zéro, on aurait une 
relation 

qui serait linéaire par rapport aux inconnues x'^ et y'^ et où les 
coefficients x] et y] seraient des fonctions données du temps, 
différentes de zéro. Une pareille relation ne peut exister puisque 
les a/i variables x'^ ety^ sont indépendantes. Donc M^ ne peut 
être nul. 

Si nous changeons ^ en ^ -|- T, nous obtiendrons de nouvelles 
solutions des équations aux variations et ces solutions nouvelles 
s'obtiendront en changeant les constantes 

Ax, Ba, C, D 
en 

AAC»iT^ Bac-^^t^ C-i-DT, D. 

Pour avoir 

2:(Xir;,-Y;$',), 

il suffira donc de faire dans l'expression (i), 

Ai = A Ae«i^T^ Ba = BAe-«*T^ C = G -+- DT, D' = D, 



a 'où 



2(x;V/-v;E;) = ^M,(f- 



iT_ ji,T)AaB*- NTD". 



321. l'our discuter l'équalion (3), il faut (lislinguer plusieurs 
oas : 

i" Les exposants — ik sonl ri^els; les friTicllons 

sont alors aussi réelles. 

2" Les exposants ± a* sont |iiircmcnt imaginaires el le carré a^ 
est r<?el négatif. 

Alors les fondions Q*./ el 6^,, 0^ , el 1^^ sont ûnaginaires con- 
juguées. 

3" Les exposants d: a* sont complexes. Alors dous aurons, 
parmi les exposants caractéristiques, les exposants zha^ qui 
seront Imaginaires conjugués des exposants ± 1.1,1 ^^ 



seront imaginaires conjugués de 

1*-:. 0*./, H./. K.i- 
Supposons maintenant les x\ et lesyj réels. Pour le calcul des 
constantes A, li, C, D, nous aurons %n équations que l'on 
obtiendra en faisant dans l'équation qui donne x), par exemple, 



= {7. 



■OT. 



Ccî in équations sont linéaires par rapport aux in inconnues A, 
B, C, D. Les seconds membres sont réels et les coefOcients sont 
rtïcls ou imaginaires conjugués deux à deux. 

Quand on change y'— 1 en ~ sf^ ■ 

1" Ai et Ba ne changent pas quand x^ est réel; 

a" Ai et B* se permutent quand a* est purement imaginaire; 

3" A* el Ba se changent en Aj et By quand a./, est complexe et 
imaginaire conjugué de a;. 

Donc : 

i" A* et M/, sont réels quand a* est réel; 



a" Ai et Ba 
imaginaire; 



lagioai 






quai 
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3** Aa et Ay, Bff et Bj sont imaginaires conjugués quand a^ est 
complexe et imaginaire conjugué de ay. 

Enfin C et D sont réels. 

Ces conditions sont d^ailleurs suffisantes pour que a:^- et ^^. soient 
réelles. 

Donnons aux constantes A^, B^, C, D, de même qu'aux con- 
stantes AJt, h\y C, D' des valeurs satisfaisant à ces conditions. 
Alors le second membre de (2) devra être réel; et pour qu'il en 
soit ainsi il faut : 

1" Que Ma soit réel si a^ est réel; 

?/* Que Ma soit purement imaginaire si a^ est purement imagi- 
naire ; 

3" Que Ma et My soient imaginaires conjugués si a^ et ay sont 
complexes et imaginaires conjugués. 

La forme (3) contient un lerme 

et ne contient pas d'autre terme dépendant de Aa ou Ba- 

Si iVxposant aA est réel, la présence d'un terme en AaBa suffit 
pour que la forme quadratique (3) ne puisse être définie. 

Si donc un seul des exposants aA est réel, la fonction S ne peut 
présenter ni maximum ni minimum. 

Supposons maintenant que deux exposants aA et ay soient com- 
plexes et imaginaires conjugués. 

Annulons toutes les constantes sauf 

Aa, Ba, Ay, By, 
la forme (3) se réduit à 

Ma ( <r-*^T - ^ïiT ) Xj^ Ba h- M^ ( e-^J - e^J ) Ay By. 

Ces deux termes sont imaginaires conjugués, de sorte que la 
forme [S) est réelle. 

Supposons que Aa ne change pas et que Ba change de signe; 
Ay «|ui est imaginaire conjugué de Aa ne changera pas non plus, 
et By qui est imaginaire conjugué de Ba se changera en — By. 

Donc, la forme ^^3) changera de signe: elle ne peut donc être 
définie. 

Si donc un seul des exposants xa est complexe, la fonction S 
ue peut avoir ni maximum ni minimum. 
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Supposons maintenant que x>i soit purement imaginaire. Alors 
^A t^t li* sont imaginaires conjugués et le produit AaB<i est la 
^«Dinme de deux carrés, 

— Pour (]iie S ait un inuxiinuni, il Oiul et il siiflit que toutes les 
«::j nanti tés 

Jil*_sin-^^, — r<T 
/^ /— I 



Soient négatives; pour que S ait un mini 
<:]iie toutes ces quantités soient positives. 



il faut 



il suffit 



Il importe de remarquer que toutes ces quantités sont réelles; 



/- 



nt réels. 



3âo. Gomment ces résultats sont-ils modifiés sî l'on suppose 
que la constante des forces vives est regardée comme une des 
données de la question. On a alors identiquement 



2(: 



*' 



où l'on suppose que dans -3- et -5-1 .r/ei_j',' ont été remplacés par 

les fonctions périodiques Oi{/) et f',(t)- 

Et, en effet, la valeur couslante de la fonction F doit être la 
même pour la solution périodique 

et pour la solution infiniment voisine 

^i = f.{t)-*-x'„ yi = <f',(.t)-<-y'i. 
Celte reJation est une équation linéaire entre les constantes 
Ai, Bi, C, D 

et les coefficients doivent être indépendants de (. 

Il résulte de là que A* et B;, ne doivent pas figurer dans la rela- 
tion, puisque ces constantes sont toujours multipliées par e"™'' 
et que cette exponentielle n-; pourrait disparaître. 

De plus, C a'y figure pas non plus puisque la solution 



'i-?.(')*c^'. 



=;(o-c^i 



de ' 
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OÙ C est une constante très petite, se déduit de la solution pério- 
dique en donnant au temps un très petit accroissement C et cor- 
respond, par conséquent, à la même valeur de la constante des 
forces vives que la solution périodique. 

Notre relation, qui ne peut se réduire à une identité, se réduit 

donc à 

D=o. 

Mais, si D est nul, le terme — NTD^ disparaît dans la forme (3). 
Pour que S admette un maximum ou un minimum, il suffit 
donc que les quantités 

:^=z sin 



soient toutes de même signe. 

S'il n'y a que deux degrés de liberté, il n'y a qu'une de ces 
quantités. 

Donc, s'il n'jaque deux degrés de liberté et si a^ est purement 
imaginaire, la fonction S présente toujours soit un maximum, 
soit un minimum. 

326. Supposons-nous maintenant placés dans les conditions 
du n** 322, de sorte que 

et regardons T comme une constante. Pour que S ait un maximum 
ou un minimum, il faut d'abord que l'on ait une solution pério- 
dique 

où 

o/(< -4- T) = ç,(0; ?;(<-+- T) = <?;(0-+- a/w/ît. 

Nous envisagerons alors une solution voisine 

et la discussion se poursuivra comme plus haut; les résultats sont 
les mêmes. 

Pour qu'il y ait un maximum ou un minimum, il faut d'abord 
que tous les exposants ay^ soient purement imaginaires; il faut 
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soient de même signe. 

Si l'on considère la coQstante des forces vives comme 
«loniiée de la question, D est nul, le terme — NTD' dispara 
b il suffit que les quantitës 



r soient toutes de même signe. 



327. Qu'arrive-t-il maintenant si les équations admettent 

'autres intégrales uniformes que celle des forces vives et si, 
|iar conséquent, quelques-uns des exposants caractéristiques sont 
nuls? 

On pourrait néanmoin'? faire une discussion analogue à celle 
qui précède. 

Supposons, par exemple, que nos équations admettent, outre 
l'intégrale des forces vives, p autres intégrales uniformes ; 

F„ F,, ..., Fp, 

t't de telle fuçon que les crochets deux à deux [F,, F*] de ces 
intégrales soient nuls. Nous savons alors par le n" 69 que 2/) + 3 
exposants caractéristiques sont nuls. INous supposerons que tous 
les autres exposants sont diflerents de zéro. 

Nous aurons alors n — p~ 1 couples de constantes analogues 
aux constantes A* et B;i et /) + 1 couples du constantes Q cl iJj, 
analogues aux constantes C et D. 

La forme (3) deviendrait alors 

où ïNjtTDJ est une somme de termes analogues au terme NTD^. 
Si maintenant nous regardons les valeurs de nos /> + i inté- 
grales comme des données de la question, les constantes D^ 
seront toutes nulles, les termes N^TD^ disparaîtront et la condi- 
tion pour que S soit maximum ou minimum sera encore que 
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Loulcs les quantités 

soient de même signe. 

Je n^insiste pas d^ailleurs sur ce point, car, dans le cas du pro- 
blème des trois corps, ou bien nous aurons affaire au problème 
restreint du n'' 9, ou bien nous pourrons diminuer le nombre des 
degrés de liberté eu employant les procédés des n" 15 et 16. 

Or, dans le cas des problrmes réduits des n^* 9, 15 et 16, il 
n'y a plus qu'une seule intégrale uniforme, celle des forces vives, 
et il n\ a que deux exposants nuls, comme nousTavonsvu aun**78. 



Solutions du deuxième genre des équations de la Dynamique. 

328. Changeons T successivement en 2T, 3T, . . ., mT, . . .^ 
la fonction S définie plus haut dépend de T, soit 

S,„=S(mT). 

Cherclions les maxima et les minima de Sm en regardant T 
comme une constante. 

Si nous envisageons une solution périodique de période T, ce 
sera également une solution périodique de période /?iT. Donc, les 
dérivées premières de S m sont nulles. 

Pour qu'il y ait maximum ou minimum, il faut d'abord que tous 
les exposants a^ soient purement imaginaires. 

Si ensuite toutes les quantités 

V- i /— ' 

sont négatives, il y aura maximum; si elles sont toutes positives, 
il y aura minimum. 

Voici le premier point sur lequel je voulais attirer l'attention. 

Si nous donnons à l'entier m toutes les valeurs entières pos- 
sibles, les n — I quantités (i) présenteront, en générai, toutes les 
combinaisons de signes possibles. 

l^osons, en efl'el, pour abréger, 

V— I 
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et SOÎt 

Zfe = nitiifi -f- 2/nytr. 

Donnons à m et aux m^ toutes les valeurs entières possibles; si 
nous regardons z^^ z^^ ..., 5„_, comme les coordonnées d'un 
point dans l'espace à /^ — i dimensions, nous obtiendrons ainsi 
une infinité de points. Je dis qu'il y aura une infinité de ces 
points dans toute portion de l'espace k n — i dimensions si petite 
qu'elle soit. 

Je n'aurais, pour le montrer, qu'à avoir recours aux raisonne- 
ments par lesquels on établit qu'une fonction uniforme de n va- 
riables réelles ne peut avoir n 4- i périodes distinctes. 

Les quantités inscrites dans le tableau suivant : 

lOi, CUj, ..., I0rt_i, 



2 7r, 


0, 


• • 


• « 


0, 


0, 


2 7r, 


■ « 


• 1 


0, 


0» 


0, 


• • 


• > 


27r, 



joueraient dans ce raisonnement le rôle des périodes. 

Il y aurait exception si ces périodes n'étaient pas distinctes, 
c'est-à-dire si l'une des quantités w était commensurable avec 27:, 
ou, plus généralement, s'il existe une combinaison linéaire des z 
n'admettant qu'une seule période, c'est-à-dire s'il y a une rela- 
tion de la forme 

(a) ^itO|-H 61(1)2-4-. . .-+- 6,1-1 a)„_i-i- 271 6« = o, 

les b étant entiers. 

Laissons d'abord de côté ce cas d'exception; les quantités (1) 
seront égales à 

— sin.3z-. 

Dire que l'on peut choisir l'entier m de telle sorte que ces quan- 
tités réalisent une combinaison de signe donnée, c'est dire qu'il 
y a des nombres Zk satisfaisant à des inégalités de la forme 

(3) ai<^i< ai-+-7r, aj < -Sj < «2 -+- 1:, ..., a,i_i< c„_t < a,t_t-f- tt, 
les ak étant égaux à o ou à tc. 
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Or, c'câl ce qui résulte îmitiédialemeat de ce que nous venons 
(le dire plus haut. 

Passons au cas où Ton a une relation de la forme (2). Nous 
pouvons toujours supposer les entiers b premiers entre eux; dans 
ce cas, l'expression 

admet pour période unique a?:. 

Pour qu^il n'existe pas de nombres Zk satisfaisant aux inéga> 
litcs (.'^), il faut et il suffît que la diflférence entre la plus grande 
et la plus |)etite valeur que prenne l'expression (4), quand on 
ilonneaux ^a toutes les valeurs compatibles avec les inégalités (3), 
(|ue cette diflTércnce, dis-je, soit plus petite que 27:, c'est-à-dire 
(pTune [xh'iode de cette expression (4). 

Or, cette diflTcrence est manifestement 

on doit donc avoir 

( i*ik;^^iI-+-...^-i^/.-iI=ï. 

I/inrgalité ne peut avoir lieu que si tous les b sont nuls, sauf un 
«l'cîilre eux qui doit être égal à dz i . 

Dans ce cas it^k doit être égal à un multiple de 27r; cela revîen- 
<lniil ù dire que a^ devrait êlre nul, puisque a^^ n'est déterminé 

i\\\'\ un multiple prrs de — ^^ 

Or, nous avons précisément exclu le cas où l'un des a^ est nul. 

li'égalilé ne peut avoir lieu que si tous les b sont nuls, sauf deux 
«Ponlro eux qui doivent être égaux à di i . 

Alors la somme de la dillérence de deux des tùk sera un mul- 
liplr de ut:; et, si nous remarquons que les oLk ne sont déterminés 

qu'i\ un multiple près de -^îp — > nous pouvons énoncer ce 

riV^ultat d'une autre manière. 

DtMix des exposants caractéristiques seront égaux. 

(l'osi le seul cas d'exception qui subsiste et que Ton peut facî- 
lomont exclure. 

«)âO. Supposons maintenant que les équations de la Dynamique 
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Ix el p étant des entiers premiers entre eux; et qui, de plus, ne 
corresponde pas à un maximum ou à un minimum de ' » 

On verra plus loin, au n° 334, pourquoi je mets au numéra- 
teur 'Akr^ et non pas Att. 

Dans tout intervalle, si petit qu'il soit, il y a une infinilé de 
pareilles valeurs. 

Si m est un entier quelconque, pour cette valeur [Xo, l'expres- 
sion 

Ml . pmaiT 
— -^ sin ^ , ._ 

s/- i s/- . 

est nulle; de plus, comme |jlo ne correspond pas à un maximum 
ou à un minimum de -, ^-> cette expression changera de signe 

({uand UL passera de jjlo — s à ulq -V- £• 

Supposons, par exemple, qu'elle passe du négatif au positif. 

lin raisonnant comme au n** 328 nous verrons que l'on peut 
choisir Tentier m de telle façon que les expressions 

.._._sini — — (â* = 2, 3, . . ., /i — i) 

V— I V— I 

présentent toutes les combinaisons possibles de signes, et en parti- 
culier qu'elles soient toutes négatives. 

Cela posé, pour [jl = ito — s, notre fonction Sm.p présentera un 
maximum, puisque toutes nos expressions seront négatives; mais 
pour iiL .= ijLo -f- £, noire solution périodique ne correspondra plus 
à un maximum de S„t,p puisque Tune de ces expressions sera 
devenue positive. 

Théorèmes sur les maxima* 

331. Pour aller plus loin, il est nécessaire de démontrer une 
propriété des maxima: soit V une fonction de trois variables jti, 
.rt et 3, développable suivant les puissances croissantes de ces 
trois variables. Je suppose : 

i" Que, pour x, = ^2=0, V s'annule ainsi que ses déri- 

, «A <A , , 

veos -j—y . -, et cela quel que soit z: 
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2" Que pour 0:^ = X2= o,Y présente un maximum pour 5 > o 
et un minimum pour ^ < o. 
Je dis que les équations 

admettront d^autres solutions réelles que la solution 

iCi = a?2 = o. 
En effet, développons V suivant les puissances de z et soit 

V = Vo-f--3V,-f-5»V,-f-.... 

Les fonctions Vo, V|, V.j, ... sont elles-mêmes développables 
suivant les puissances de x< et de x^] mais ces développements 
ne contiendront, ni termes de degré o, ni terme de degré i, car 
on doit avoir quel que soit z 

V- — - — =0 

pour Xi = :r2 = o. 

De plus, Vo ne contient pas non plus de termes du second degré, 
sans quoi en passant de z ^ o à ;; <! o, on ne saurait passer du cas 
du maximum au cas du minimum. 

Au contraire, V| contiendra des termes du premier degré, du 
moins nous le supposerons. Envisageons alors les équations 



o = 



^0 ^A^i , d\' 



r.t 



dxi dxi dxi 

^^ ' rfVo rfV, , d\ 



o = - —I— ^ ~ — i- "^ï 



1 



dxi dxi dxi 

qu'il s'agit de résoudre. 

Soient Uo et U< les termes de degré le moins élevé de Vo et de V| ; 
d'après ce que nous avons vu, U| est de second degré et Uo de 
degré/?, p étant plus grand que 2; posons 

(/,-2)jx = i; x^^y^t, x^ = y^t, \ = \\tP; z = ± tP-K 
W peut se développer suivant les puissances de t; soit 

W = Wo-f- tWt 4- ^nVj-H. . . . 
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On a évidemment 

Wo = ± Ut t-p -+- Uo /-/» = dt u; -h u; , 

U| = U|^"^ et U|j = Uo ^■"'' sont deux polynômes homogènes 
en ^'i et^'2> l'wn de degré a, l'autre de degré p. Je prends le 
signe -+- ou — , suivant que j'ai pris z^^zhtP"^. L'expression 

dxi dx% dxf dx\ 

se trouvera aussi développée suivant les puissances de t quand on 
y aura remplacé Xs et ^2 paryi t et j»'2^î ^"c contiendra en fac- 
teur une certaine puissance de /; divisons par ce facteur et soit H 
le quotient. Ce quotient dévelop[)é suivant les puissances de / 



s'écrira 



H = no-+-/Hi-+-/«H,-+-...; 
IIo sera la première des expressions 

d\\k ^u; _ d\y_k rfu; 

dyi dyt dfi dyi 

qui ne s'annulera pas. 

Les équations 

dV _ dV _ 

dxi "~ dXi 
peuvent être remplacées par les suivantes 

H = -j — =0, 
dyi 

et je me propose de démontrer que l'on peut tirer de ces équa- 
tions les y en séries ordonnées suivant les puissances entières el 
fractionnaires de /, s'annulant avec ^ et à coefficients réels. 

Pour cela, il suffit d'établir, d'après les n°* 32 et 33, que, 
pour ^ = o, ces équations admettent une solution réelle d^ordre 
impair. 

Or, pour ^ = 0, ces équations se réduisent à 






rf\\( f/l''| 



(3) 



-dy, 



L'équation (a) exprime que, si l'on suppose _^| el y^ liiîs par la 
relation U', = conist., W^ admet un maximum ou un minimum. 

Or, si l'on regarde un instant j-, elyt comme les coordonnées 
d'un point dans un plan, la relation U, = cunsl. représentera une 
ellipse, car la forme quadratique U, (et par conséquent la 
forme U*, ) doit être définie pour que V puisse admettre un 
maximum ou un minimum. Or, l'ellipse étant une courbe 
fermée, la fonction W^ devra présenter au moins un maximum 
ei un minimum quand le point y,, y^ décrira cette courbe 
fermée. 

Donc, quelle que soit la valeur constante allribuéeàU', , l'équa- 
tion (i) admettra au moins deux racines, et deux racines 
d'ordre impair, car nous avons vu au n" 34 qu'un maximum ou 
un minimum correspond toujours à une racine d'ordre impair. 
D'ailleurs ici, où nous n'avons plus qu'une variable indépendante, 
le tbéorème du n° 31 esl presque évident. 

Cela posé, deux cas sont à distinguer : 



Prem 
cas on I 



r cas. — Uj n'est pas 
I pas identiquement 

dyi ~dyi 



iance de U', ; dans ce 



dWg d\}\ 



On aura donc Wa=\V», 



</U'„ dU\ _ 



L'éqii 
soit II 



tion H<i^O est alors liomogène en j', et^j. Quelle que 



leur constante attribuée à U',, elle nous donnera pour le 
rapport -} ta même valeur. 

Nous tirerons donc d'abord ~ de l'équation (■'.) el, d'après ce 

H. P. - m. 
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qui précède, nous obtiendrons au moins deu\ solutions d'ordre 
impair. 

Soit -~ = — Tune de ces solutions; posons j^i =: ai w,^2= *2'* 
et substituons dans Téquation (3), nous aurons 

et l'é((uation (3) se réduit à 

Si /> — 2 est impair, cette équation nous donnera une valeur 
réelle pour //. 

Si p — 2 est pair; deux cas sont à distinguer. 

Si A et B sont de même signe, nous prendrons le signe infé- 
rieur 

Amp-2— B=o. 

Si A et B sont de signes contraires, nous prendrons le signe 

supérieur 

A ma»-ï _:- b = o, 

et nous aurons toujours deux valeurs réelles pour u. 

Dans tous les cas, ces solutions réelles sont simples. 

Ainsi, tes équations (2) et (3) admettront toujours des solutions 
dordre impair. 



Deuxième cas, — On a 



u; = A(u;)^ 



Nous commencerons alors par résoudre Téquation (3) qui 



s écrit 

7) ''-I 

•1 

Celle équation nous donne la valeur de L, : celle valeur est 
réelle et simple; mais cela ne suffit pas, car (/, esl une forme 
délinie né<;alive: il faut pour que la solution convienne que la 
valeur trouvée pour L', soit néirative: nous choisirons en consé- 
quence le signe n. 

La valeur de L ', ainsi déterminée, on attribue à L ', celle valeur 
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constaDle et l'on n'a plus pour résoudre l'équation (3) qu'à cher- 
cher les maxinta et inininia de \V«. Comme nous l'avons vu, on 
trouvera au moins deux solutions d'ordre impair. 

Nous avons donc établi que les équations (a) et (3) ont toujours 
ries solutions réelles d'ordre impair. Le lliéorème énoncé au début 
de ce numéro est donc démontré. 



332. Soit n 



■nant V une fonction de « + i vurlables 



Je suppose : 

t' Que V csl développable suivant les 

a" Que pour 



tances de x et de ;; 



a quel que soil s 



rfV _ rfV 



' dr„ 



3" Envisageons l'ensemble des termes de V qui sont du second 
degré par rapport aux :r. Ils représentent une forme quadratique 
qui peut èirc égalée à la somme de tt carrés alTectés de coeffi- 
cients positifs ou négatifs. 

Je suppose que, quand ;: passe du positif au négatif, deux de 
ces n coefficients passent du positif au négatif et que les n — a 
autres coefficients ne s'annulent pas. 

Je dis que, dans ces conditions, les équations 



rfV _ ^V 



.A' 



admettent det 



réelles différenleâ de 
;r,^i, = ... = j-„=o. 
En elTet, développons V suivant les puissances de :; et soit 

V = V„-i-V,;-(-V,;'--.... 

Soient L'a et U, l'ensemble des termes du deuxième deg 
de V, et V(. 

L'ensemble U( est une forme quadratique décomposable ( 
une somme de n — a carrés; car nous savons que, pour 5 = 
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Or, les équations (2), quand on fait 5 = o et qu'on se restreint 
aux termes du premier degré par rapport aux x, se réduisent à 



cLr^ dx^ dXfi 



= 



et nous venons de voir que le déterminant fonctionnel correspon- 
dant n'est pas nul. 

Dans V, remplaçons ^3, x», . . ., Xn par leurs valeurs tirées 
ainsi des équations (2); je dis que nous allons nous retrouver 
dans les conditions du numéro précédent : 

I** En effet, nous n'avons plus que trois variables indépen- 
dantes 2, Xx et ^2; 

2° La fonction V est développable suivant les puissances de ces 
variables; 

3** Les équations (i) peuvent être remplacées par 

ày ày 

où les d représentent des dérivées prises en regardant les jr», 
j:,, . . ., x,i comme des fonctions de X\ et de x^ définies par les 
équations (2). 

Nous avons, en effet, 

c^V dS dS dx:, d\ dx^ dS dxa 

ôxx dxi dx^ dxi dxi, dxi ' ' dx„ dx^ 

d'où, en vertu des équations (2), 

d\ _ d\ 
âxi dxi 

d\ d\ 

àxi dxi ' 

4** Pour z';>Oj V, considéré comme fonction de Xi et de X2, 
présente un maximum quand ces deux variables sont nulles. 

Pour le voir, il nous faut rechercher dans V les termes du 
deuxième degré par rapport à Xt et à ^3. Soient 

ces termes. Pour obtenir 

^\o-hz^yt 



238 CHAPITRE XXVIII. 

qui seuls m'intéressent, je prends les deuT termes 

et je néglige les autres termes de V qui ne peuvent influer 

sur Wo4-5W,. 

Je tire des équations (2) 

en séries ordonnées suivant les puissances de Xt et X2\ je con- 
serve seulement dans ces séries, les termes qui sont de degré i 
par rapport à Xi et X2 et de degré o ou i par rapport à z; les 
autres termes peuvent être négligés car ils n'influent pas sur 

\Vo-+--8W,. 

Les équations (2) se réduisent alors à 

2Aja:»-+--5^— - =0, 
'3l\^x^-{-z-^ =0, 



:iX„Xn-hz -^ =0. 

Si, dans Uo, nous substituons à la place de x^^ x^n • • •? Xn^i les 
valeurs ainsi obtenues, nous voyons que Uo devient divisible 
par z^\ quant à U| il se réduit à 

où U" n'est autre chose que ce que devient U| quand on y 
annule X3, X4, . . . , x^ et où UJ et U^ sont deux autres formes 
quadratiques par rapport aux x. On aura donc 

Uo = -5» UJ ; U, = UJ-i- ;îU} -+- z^\}\ 
et 

Uo-+-5U,= 5Uî-+-;;HUî-+-U})-+-5»UÎ. 

Pour le calcul de W© 4- -sWi, je puis négliger les deux derniers 
termes qui sont divisibles par z^ et 3', et j'aurai simplement 

\Vo-+-;ïW, = :;Uî. 

Je me propose de démontrer que V présente un maximum 
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pour xt = Xi^o et pour s positif el très petit; or il suffit de le 
faire voir pour Wo-i- sW), c'esl-à-dirc pour sLi','. 

Il reste donc linalement à démontrer que U" est une forme 
déGuie n<5galive. 

i'oiir nous en rendre compte, nous écrirons la forme quadra- 
tique U| de la nianit're suivante 

U', est une somme de deux carrés afl'ecti^-s de coefficients dont je 
ne préjuge pas le signe; UJ dépend seulement des n — i variables 



<^ela est toujours possible d'après les propriétés générales des 
formes quadratiques. 
Considt^rons la forme 



::U;- 



■(v,-^zv;). 



où z est supposé positif el très petit. La forme Uo-^-^U,, ne 
dépendant que des n — 2 variables j-,, x^, . . -, ~c„, pourra être 
égalée à une somme de n — 2 carrés allcctés de cocrficients dont 
les signes devront être les mêmes que ceux de Aa, A), . , ,, An, 
puisque, z étant très petit, cette forme diffère très peu de Un. //* 
ne changent donc pas de signe quand z passe du positif au 
négatif. 

D'après nos hypothèses, quand z passe du positif au négatif, 
n — 3 de nos coefficients ne s'annulent pas et deux coefficients 
au contraire passent du négatif au positif. 

Ces deux derniers ne peuvent titre que les coefficients de U*. 

Donc U', est la somme de deux carrés affectés de coefficients 
négatifs. 

Pour avoir U", il faut dans U| faire 



Alors u; s'annule et U, se réduit à U',. 
Donc U',' est une forme définie négative. c. q. 

Donc V, considéré comme fonction de X\ et x^, est ma 
pour z positif et très petit el pour jt, =^ Xa ^= u. 
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On verrait de même, ou plutôt on voit en même temps, que V 
est minimum pour z négatif et très petit et pour Xi= X2 = o. 

Nous sommes donc bien, comme je l'avais annoncé, ramenés 
aux conditions du numéro précédent et le théorème énoncé au 
début de ce numéro peut être regardé comme établi. 

Existence des solutions du deuxième genre. 

333. Revenons aux hypothèses du n^ 330; nous avons défini la 
fonction Smp^ q^ii dépend de {jl, des 2n variables 

(a) J 

Les S/ et les y\i sont les valeurs de Xi etyi pour ^ = o ; les X/ et 
les Y/ sont les valeurs de Xi eiyi pour t = mpT, 
Nous voulons étudier les solutions des équations 

d'après les n*** 321 et 322, ces solutions correspondent aux solu- 
tions périodiques de période mpT. Nous en connaissons déjà une, 
puisqu'une solution périodique de période T est en même temps 
périodique de période mpT; je me propose de montrer qu'il y en 
a d'autres. 

Mais, auparavant, je veux faire voir par quel artifice on peut 
regarder S,,,;, comme dépendant seulement de (jl et des 2/î — i 
variables 

( Yi-+-r,i, Yj-r-T^j, ..., Y„^l-hT^n-\1 Y^ -h 7]/,. 

Pour cela, nous supposerons 

Xn-l- Jrt = 0. 

Envisageons maintenant les équations 

Nous employons les d pour représenter les dérivées de S 
regardée comme fonction des variables (a) et les d pour repré- 
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senter les dérivées de cette même fonction S regardée comme 
fonction des variables (P). 

Je me propose de démontrer Téquivalence des équations (i) et 
(i bis). 

Le n° 322 nous a donné 

^S = S[(X/-$/)^(Y,-+-T,,)-(Y,-v-2/n/Tc)r/(X/-+-7),)]. 

Les équations (i) peuvent donc s'écrire 

— (Y/— T,/— î/iî/t) = X/ — 5/ = o 

(i = I, 2, . . . , n ), 
et les équations (i bis) 

— ( Y/ — T,, — 2 mi') = X/— 5/ = o 

(t = I, 2, .. ., /i — 1), 
Xrt — ?/i = 0. 

Mais, en vertu de l'équation des forces vives, on a identiquement 

F(X/, Y/) = F(Ï/, iri/^-2/n/ir). 

Or, d'après les équations (i bis)^ tous les X/ sont égaux aux $/ 
et tous les Y/ (sauf un), à Tj,-|- a/iî/ir. L'Identité précédente peut 
donc s'écrire de la manière suivante; j'écris, pour abréger, 

F($i» Çî> •.•» Ç/i; T),-»-2/ni7:, r,j-t-2/njiT, ..., r^„_,-h2/w«_,ir, Y„) = F(Y„). 

Mon identité peut s'écrire sous la forme 

F[r^„ -+- ininT. -4- ( Y,| — Y),, — 2//i„7r)] — F(ir)„ -h 2/M;,it) = o, 

OU, en vertu du théorème des accroissements finis, 

(2) (Y„ — T,« — 2/nrtir)F'[7)„-+-2m«7r-i-0(Y,| — T,„-— 2m«^)] =0, 

où est compris entre o et i , et oii F' est la dérivée de F par 
rapport à Y„. 

Soient çj^ et t\^ les valeurs de $/ et r^i qui correspondent à la 
solution périodique de période T; le domaine envisagé ne com- 
prend que le voisinage immédiat du point jjl = (jl©, $/= $®, /i/ = r,"; 
donc Ç| et X/ ne s'écarteront jamais beaucoup de $", ni r,/ ou 
Y/ — 2/W|ir de t)®; donc le second facteur F' de la relation (2) ne 
s'écarte jamais beaucoup de sa valeur pour $/=$^?, T^i=r^^y et 
cette valeur ne sera pas nulle en général. 
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Donc, le premier fadeur de la relation ('>,) doir s^annuler, 
l'on a 

En d'aulres termes, les équations (i bis) entraînent les équj 
tions (i). Nous pouvons donc regarder Smp comme fonction d< 
variables (^): et, quand elle sera maxima, comme fonction des va.— 
riables (^), elle sera également maxima comme fonction des 
variables (a). 

J'ai appelé çj et r," les valeurs de S/ et de r\i qui correspondent 
à la solution périodique de période T; les valeurs correspon- 
dantes de Xi-f- \i et Y/-T-r,/ seront aÇ® et 2*/i®-f- iniimpiz (si la 
solution périodique de période T change j'/ en j^v-f- am/Tr, con- 
formément aux hypothèses du n" 322). Soit S© la valeur corres- 
])ondante de S„,;,; posons 

[1 = ;xo -i- ;/; V = S„,p — So ; X/ -+- $/ = i\] -+- JJ, 

Y/ -f- Tj/ — 2 r^y -T- 2 nii mp T -+- r,/ 

et considérons V comme fonction de |jl', des Ç' et des t/; la fonc- 
lion V se trouvera dans les mêmes conditions que la fonction V 
(lu numéro précédent. 

Eu effet, quel que soit iii', V et ses dérivées premières par 
rapport aux S' et aux r/ s'annulent quand 

Si l'on envisage l'ensemble des termes du second degré de V 
par rapport aux ç' et aux r/ et qu'on le considère comme une 
forme quadratique décomposée en une somme de carrés, on voit 
que deux de ces coefficients de ces carrés passent tous deux du 
négatif au positif, ou tous deux du positif au négatif quand |x 
change de signe, et que les autres coefficients ne s'annulent pas. 

Et en effet l'expression 

Ml . pmoLxT 

— — Sin^- — : — -r- 

V' — » v/— 1 
change de signe et les autres expressions 

Ma- . pnia.i-T 

-^= sin 



y/-, /: 



I 
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ne s'annulent pas. Le coefflcienl que j'ai appelé D au n" 333 ne 
s'annule pas non plus el d'ailleurs il n'y en a paa d'autre puisque 
nous avons seulement an ~ i variables, les variables (^). 

Nous sommes donc dans les conditions du numéro précédeut 
et nous pouvons affirmer que les équationà 

dV rfV 



admettent d'autres solul: 
revient au ni^me, les équt 



(» 






rf(V, 



admettent d'autres solutions réelles que celles qui correspondent 
à la solution périodique de période T. 

Or, les maxima de la fonction S„p ou, plus généralement, les 
solutions des équations (i) correspondent aux solutions pério- 
diques de période mpT. 

Nous devons donc conclure que nos équations dilTcrentielles 
admettent des solutions périodiques de période m/fT, difTérenles 
de la solution de période T, se confondant avec celle-ci pour 
|i ^ [1,,, et en dilTérant 1res peu pour ^ voisin de jin- 

Si l'on fait attention au raisonnement qui précède, on verra 
qn'il n'exige pas que la solution périodique de période T corres- 
ponde à un maximum de Smp- 

Nous pourrons donc supposer m= t. 

Il n'exige même pas que la solution de période T soit stable; 
il suffit que l'un des exposants caractéristiques et, soîl égal pour 



Nous arrivons donc au résultat suivant : 

Si les équations de la Dj namique admettent une solution pério- 
dique de période T et telle que l'un des exposants caractéristiques 
soit voisin de 
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elles admettront également des solutions périodiques de pé- 
riode /?T peu différentes de la solution de période T et se con- 
fondant avec celles-ci quand l'exposant caractéristique devient 



égal à 



îtXrit y/ — I 



Ce sont les solutions du deuxième genre. 



REMARQUE. 

334. Tous ces raisonnements supposent que Smp est une 
fonction uniforme de X| -4- $/, ¥,-1-7^/. C'est à celte condition 
seulement que Ton peut affirmer que tous les maxima de Smp 
correspondent à une solution périodique {voir n® 321). Cette 
circonstance à laquelle il faut faire la plus grande attention, est 
un obstacle que Ton rencontrera souvent quand on voudra tirer 
les conséquences du théorème du n° 321. 

Vérifions si S/n/> est bien fonction uniforme de ces variables. 

Nous pouvons supposer /?? = i, d'après ce que nous venons de 

voir. D'autre part, S;, est évidemment fonction uniforme des Ç,- et 

des 7)/; elle sera aussi fonction uniforme des X, -h Ç/ et des Y/ -4- 7^/, 

pourvu que le déterminant fonctionnel des X/-!- \i et des Yz-f-T,/ 

par rapport aux \i et aux r\i ne s'annule pas dans le domaine 

envisagé; ce domaine se réduisant aux environs immédiats des 

valeurs 

[A =[10, î/ = $?, ';/ = TQ?, 

il suffira que le déterminant fonctionnel ne soit pas nul en ce 
point. Or, ce déterminant fonctionnel s'écrit (en supposant /i = 2 
pour fixer les idées) 



d\x 


rfX, 
dr.t 


rfX, 
dix 


rfx, 

dr.t 


rfY, 
dli 


dY, 
dr,i 


rfY, 


rfY, 
dr,t 


rfX, 
d'u 


rfX, 
dr.i 


rfX, 

<ilt 


dXt 
dr,t 


d\. 


dYt 


rfY, 


d\t , 


d'il 


d-rii 


dU 


dm 
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Il faul donc vérifier que réquation en S 



24s 



d\i 



dit 
d\x 
d\\ 
d\t 
d\i 
dY, 



-S 



rfX, 


(l\, 


rfX, 


dr,t 


dît 


dr,t 


rfY, g 


rfY, 
dit 


'/Y, 
di\i 


</x, 


dXt „ 

dft ^ 


dXt 


dru 


dtii 


rfY, 


rfY, 


rfY, g 
rfr,. 


dr,t 


dU 



= 



dh 

■ra pas de racine égale à — i . 

Or, les racines de cette équation sont, d'après le n°60, égales à 

les a étant les exposants caractéristiques; il faut donc vérifier 
que Ton n'a pas 

(•>.A- -^ Oit v/— I 
a = ô^ 9 

k étant entier; or, l'exposant ai est égal par hypothèse à 

k étant entier, et les autres exposants ne sont pas en général corn- 

roensurables avec —^—' 

La difficulté qui nous occupe ne se présentera donc pas. 
C^ est pour Vés^iter que f ai supposé au n" 330 



«1 = 



h'TZ \/ I 

fit 



(k entier) 



et non pas 



«1 = j — (k enller). 



Cas particuliers. 

335. Disons quelques mots des cas les plus simples; supposons 
seulement deux degrés de liberté. 

Supposons que la forme analogue à celle que j'ai appelée U09 
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dans l'analyse du n° 331, soil homogène du Iroisième degré seule- 
ment en Xi et x^» 
L'équation 

dxx dxi dxi dxi 

admet toujours, comme nous l'avons vu, des racines réelles. 
Le théorème est ici d'ailleurs évident, puisque cette équation 

est du troisième degré en — • Elle peut avoir une ou trois racines 

réelles; supposons d'abord qu'elle n'en ait qu'une pour fixer les 
idées. 

Si alors nous posons 

xi = aip coso -r- ^ip sifiQ 
Xf = ai p cos ^ -r- b^p sin o, 

en choisissant les coefficients a et b de telle sorte que Ui se 
réduise à — z^j le rapport 

— 7 considéré au n® 33i 

admettra seulement un maximum et un minimum, quand ^ variera 
de o à '^t:; ce maximum et ce minimum d'ailleurs égaux et de 
signes contraires correspondront à des valeurs de 9 distantes de tr. 
On aura alors 

Uo-^ Zlji=r: 3'/<.? > — -?"• 

La fonction y(^) présente un maximum et un minimum ég^ux 
et de signes contraires; la fonction Lo4- :îUi présente alors : 

Pour w > o, un maximum pour p =o, et deux minimax. 

Pour z <Co, un minimum pour p =o, et deux maxima. 

J'appelle minimax, à l'exemple des Anglais, un point pour 
lequel les dérivées premières s'annulent et où il n'j a ni maxi- 
mum, ni minimum. 

La fonction V se comportera de la même manière, puisque, si z 
est très petit, les termes Uo-+-^U| auront seuls de l'influence. 
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Les «qiialions différentielles admellronl donc quel que soii z : 

Une §oliition de période ï, du premier genre, stable; 

Une solution de période pT, du deuxième genre, subie pour 
; < o et instable pour 5 > o. 

Supposons muinlenant que Téqualion m) ail trois 1 
celles. 

La fonclion /(a) aura Iroîs miiiima et Irois miriinm dvu 
U-uK égaux et de signes contraires. 

Dans ce cas Uo-t- sUt cl, par conséquent, V présentenl : 

Pour s^o, ug maximum pour p =- 0, et six niinimax; 

Pour = <;o, lin minimum pour p -^o, six mnxima. 

Les éc|iiations dilTéienlielles admellronl donc, quel que sol 

Une solution de pf^riode T, du premier genre, stable; 

Trois solutions de période />T, du deuxième genre. IS 



verrons pins loin qu'à nn cei 

lions ne sont pas distinctes, 
l'assons à un cas un peu pi 

soit du quatrième degré- 
Dans ce cas, Téquation (1) 

elle a loujouri 

elle en aura d< 



n poi 
compliqui 



; toutes ces solu- 
supposons que U» 



du quatrième degré, et comme 
ains deux racines réelles d'après le n" 331, 
quatre. On n'a plus 



Supposons d'abord qu'il n'y ait que deux rncînes réelles. 

Alors, ta fonclion _/*(») présentera un maximum et un n 
quand a variera de o à tt, et autant quand o variera de t: 

Trois CRs sont à distinguer suivant les signes de ee n 
et de ce minimum. 

Premier cas. — Le maximum et le minii 

Les fonctions U,,-!- bU, et V présentent : 

Pour ^>^o, nn maximum pour f:=:o, deux minima cl deux 
ininimax. 

Pour 3 <o, lin minimum pour p ^ o. 

Les équations difTérentielIcs admettent, outre la solution du 
premier genre qui existe toujours, deux solutions du deuxième 
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genre pour ^>>o et n'en admettent aucune pour5<Co; de ces 
deux solutions, une est stable et une instable. 

Deuxième cas. — Le maximum est positif et le minimum 
négatif. 

Les fondions Uo -r ^L\ et V présentent : 

Pour z >• o, un maximum pour p = o, deux minimax; 

Pour :; <;o, un minimum pour p = o, deux minimax. 

Les équations diilerentielles admettent toujours, outre la solu- 
tion du premier genre qui est stable, une solution instable du 
deuxième genre. 

l^roisième cas. — Le maximum lui-même est négatif. 

Les équations diflerentielles ont alors : 

Pour z I>o. une solution du premier genre stable; 

Pour -<;o^ une solution du premier genre stable et deux 
solutions du deuxième genre dont une stable et instable. 

Il resterait à examiner le cas où Téquation (i) a quatre racines 
réelles. 

Les équations admettent alors : 

Pour z^o. une solution du premier genre stable, h solutions 
du deuxième genre instables, k solutions du second genre stable; 

Pour w <;o, une solution du premier genre stable, 2 — /* solu- 
tions du second genre stables, -i — k solutions du deuxième genre 
instables. 

Les nombres entiers h et k peuvent, suivant les signes des 
maxima et des mini ma de/^sV prendre les valeurs suivantes 

h = k = 'i\ h = i, k ^ i: A = 1, k = 0: A = i . k = 01 

m 9 

A = /• = O ; k — k = i. 
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DIVERSES FORMES DU PRINCIPE DE MOINDRE ACTION. 



336. Soient 



ri. 72' •••• yn 



une double série de variables et F une fonction quelconque de 
<:es variables. Considérons l'intégrale 



,=X" (—-$)"'• 



La variation de cette intégrale peut s'écrire 

Pour que cette variation s'annule, il faut d'abord que Ton ait 

dxi d¥ dy, dV 



(i) -- = ~r-y -FT = - — » 



fi 



It dy'i dt dxi 



ce qui nous donne les équations canoniques, mais cette condition 
n'est pas suffisante. Si elle est remplie, on a 

5.l=i:[7,3x,i;:;;; 

et il faut encore que le second membre de cette égalité soit nul. 
C'est ce qui arrive si l'on suppose que les ox/ sont nuls aux deux 
limites, c'est-à-dire que les valeurs initiales et finales des xi sont 
données. Dans ces conditions, l'intégrale J qu'on appelle Vactiou 
est minimum. 

Changeons de variables; soient x\y y\ les nouvelles variables et 
imaginons qu'elles aient été choisies de telle sorte que 

(i) ^lyidj'i-^yidxi-d'^ 

H. P. — III. ,7 
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>oit une difTérenlielle exacte. Dans ce cas nous avons vu que le 
changement de variables n'altère pas la forme canonique des 
équations et ce résultat est d'ailleurs une conséquence immédiate 
des diverses propositions qui vont suivre; soit alors 

On a 

St et S| étant les valeurs de la fonction S pour / = /© et /= <|. 
On a donc 

Si les équations canoniques ( i) sont satisfaites, on a 

et; par conséquent, en vertu de {'a) et de (3 i. 

Mais, de même que la relation < {) est équi\alente aux équa- 
tions (i), la relation (4 bis) est équivalente aux équations 

dr'i d¥ dv'i d¥ 

^'^''^ lû^djY -dï^-dy,' 

Or, nous venons de voir que (j) équivaut à (4 Ois): les équa- 
tions (i) sont équivalentes aux équations (i bi's)j ce qui veut dire, 
comme nous le savions déjà, que le changement de variables 
n'altère pas la forme canonique des équations. 

Alors l'action J' sera minimum quand on supposera que les 
valeurs initiales et finales des variables j:"^ sont données. A chaque 
sj'slème de variables canoniques correspond donc une forme nou- 
velle du principe de moindre action. 

Les équations (i) entraînent l'intégrale des forces vives 



{^) 



F ^-- h 



où h est une constante. 

Nous avons supposé jusqu'à présent que les deux limites /© et l^ 
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»ont données; qu'arrive-l-il si les limites sont regardées comme 
variables. Comme F ne dépend pas explicitement du temps, nous 
ne restreindrons pas Ir généralité en supposant que (g est con- 
stant cl en donnant seulement à l, un accroisseraenl S^i . Suppo- 
sons, par exemple, l^ = o el imaginons qu'après la variation les 
\ariablcs :c,-el ^j aient à l'époque — (/, -I- 5/,) les mêmes valeurs 
(juVIIes avaient à l'époque i avant la variation. 
On aura, avant la variiition, 






ne dépend pas du temps; s 



!i est donc nulle. On a doj 



ÎJ ^ 



La dérivée de l'action J par rap))ort à la iimile supérieure d'inlé- 
gration /) csl donc égale à la constante de l'énergie h cliangée de 
signe. 

Si cette constante est nulle, l'aciion J est encore minimum, si 
l'on regarde les valeurs initiales et finales des variables x/ comme 
données el quand même on ne regarderait pas comme données 
tes valeurs initiale et finale du temps, /„ ^' 'i ■ 

Si l'on change F enF //, .1 se change en 



(Gj 



J -+ h(i,-t^)\ 



cette expression (ti) c 



comme les équations (i) nr ciiung 
encore minimum. 

Mais, si l'on change F en F — /i, la constante des forces vives, 
i)uî était égale à /i, devient nulle; par conséquent, l'expression (6) 
est minimum, même si l'on ne regarde pas /, el l„ connne donnés. 

L'action J est minimum quelles que soient les variables jr,eljv; 
elle sera donc minimum a fortiori si nous lui imposons une con- 
dition nouvelle compatible avec les équations (i). 

Imposons-lui, par exemple, la condition de satisfaire à la prc- 
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mîcrc série des équations (i), c'est-à-dire à 

dxi __ d¥ 

'di~d^r 

d'où 



x"(-^-*')^-i:"-'' 



en posant 

L'action J, ainsi définie, est minimum. 

C'est le principe de moindre action mis sous sa forme hamil- 

tonienne. 

Supposons maintenant 

h — o. 

Ne regardons donc plus les variables xi et yi comme indépen- 
dantes, mais imposons-leur la condition 

F=o. 

Cette restriction, compatible avec les équations (i), n'empêchera 
pas l'action J d'être minimum. 
Alors 

(»t, comme h est nul, cette intégrale est minimum quand même on 
iM' regarde pas t^ et t^ comme donnés, 
(mposons-nous alors les conditions 

dxj^ _ dV^ 
dt ~ dyi' 

dor i 

d'où nous lirons les j'/ en fonction des -j— > 



i = ?'• ( 



y 

ou encore 



<:)//-- ^iM'i, ^i' 



dxx dxf 

Xi, Xi, . . . , Xnt , > dt ' ^ 


dt J 


dxx dxi dxt dxz dx^ 
•'^''' dt ' dxx dt ' dxi dt * 


" * ' dxx dt J 



Substituons, à la place des jv, leurs valeurs (7) dans J et dans 
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l'équation 

F=o. 

De celle équation, nous tirerons --p en fonction des Xk et 

des -7-^- Nous substituerons ensuite cette valeur de —7^ dans les 

expressions (7) et dans J; cette dernière intégrale prendra la 
forme 



J^yi^^dx,=J^dx„ 



où 4> est fonction des ^;tet des dérivées ^— • Cette intégrale, mise 

ainsi sous une forme indépendante du temps, est encore minimum. 
C'est là le principe de moindre action sous sa forme maupertui- 
sienne. 

Si h n'était pas nul, on n'aurait qu'à changer F en F — li. 

337. Examinons d'abord le cas particulier le plus important. 

Supposons que l'on ait 

F = T — U, 

T étant homogène du second degré par rapport aux variables y/, 
tandis que U est indépendant de ces variables. 
Il vient alors 

2r/^=2T, H = T-T-U. 
D'après le principe de Hamilton, l'intégrale 



Ç '(T-HU)rf/ 



doit être minimum. 

Voyons ce que devient le principe de Maupertuis; l'équation 

des forces vives s'écrii 

T - U = A. 

Alors, l'action maupertuisienne a pour expression 

Les équations 

dxi _ dF^ dT 

dt " dyt ~ dyt 
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ont leurs seconds membres linéaires et homogènes par rapport 
aux yi\ donc ï est homogène du second degré par rapport 

aux -^; soit alors (h'^ ce que devient T quand on y remplace -—■ 

par dxi^ on aura 

T- "^'1 

et ch' sera une forme linéaire et homogène par rapport aux n dif- 
férentielles dxi\ on déduit de là 

, di dz 

a/ = - r = - 



v/t v^U -- h 
L^action mauperluisienne aura alors pour expression 



•}. j dz y/Li -T- h. 

338. Pour pouvoir étudier d'autres cas particuliers, posons, 

pour abréger, 

dxi^ 



Xi = 



' ~ di ' 
tirons les j^/ des équations 

de façon à prendre pour variables nouvelles les Xi et les x\\ dési- 
gnons par des d ordinaires les dérivées prises par rapport aux ar,- 
et aux yi et par des d ronds les dérivées prises par rapport aux j*/ 
et aux x\. 

On trouverait facilement les relations bien connues 

_ ^H ù\\ _ dV 

et Ton verrait que les équations (i) sont équivalentes aux équa- 
tions de Lagrange, 

d m __ d)\ 

di Ox'i ôxi • 
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Cela posé, examinons le cas où H est de la forme suivante 

Ho, H|, Ha étant homogènes, respectivement de degré o, i, 2 par 
rapport aux variables x\. 
On a alors 

F = IIî-Ho 
et les 

sont des fondions linéaires, mais non homogènes par rapport 
aux x\. 

L'action hamil Ionienne conserve la même forme 

Al dt. 

Voyons ce que devient l'action iiiaupertuisienne. 

Soit h la constante des forces vives; l'action maupertuisienne 
aura pour expression 

Ç{\\-^h)dt\ 

mais il faut la mettre sous une forme indépendante du temps. 
Pour cela, posons 

H - '^"^ 

et 

Il - ^' 

Ha n'est autre chose que la force vive, et c/t- est ce que devient 
cette force vive quand on y remplace x'^ par dxi. De même c/7 est 
ce que devient H| quand on y remplace x) par dxi] c'est donc 
une forme linéaire homogène par rapport aux différentielles dxi. 
Si l'on tient compte de l'équation des forces vives 

d'où 

dz 



dt^. 



v'lIo-/î 
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raclion maupertuisîenne deviendra 

Le principe de Maupertuis est donc applicable au cas qui nous 
occupe, comme à celui du mouvement absolu; mais il y a une 
diflerence essentielle au point de vue de ce qui va suivre. 

Dans tous les problèmes que l'on rencontrera, la force vive T 
ou Ho est essentiellement positive; c'est une forme quadratique 
définie positive. Dans le cas du mouvement absolu (n° 337) ractîon 



r> dz /U 



est essentiellement positive; elle ne change pas quand on per- 
mute les limites. Au contraire, dans le cas actuel, Faction se com- 
pose de deu\ termes; le premier 

Ç'K dz >J\\^h 

est toujours positif et ne change pas quand on permute les limites. 

L<; second, / rfo-, change de signe quand on permute les limites; 

il |)eul donc ôtre positif ou négatif. 

Si l'on observe de plus que, dans certains cas, le premier terme 
s'annule sans que le second s'annule, on verra que l'action n'est 
pas toujours positive et cette circonstance nous occasionnera dans 
la suite beaucoup de difficultés. 

339. Pour montrer comment les considérations qui précèdent 
s^ippliquent au mouvement relatif, considérons d'abord le mou- 
vcMurnt abholu du système; soit donc 

H - T -f- U 

(*t imaginons (pie la position du système soit définie par n -h i 
vtiriiibles 

où .l'i, .l'îi, , ^ .yXn suffisent pour définir la position relative des 
«liirt^ivntH points du système, et u) l'orientation du système dans 
Toupan*. 
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Si le système est isolé, U dépendra seulement de ^i, X2, • • . , 
.r«; T sera une forme quadratique homogène par rapport à^', , 
.r^, ..., œ'fj^ (ù' dont les coefficients dépendent seulement de 

On aura alors Fcquation 

dT 

où p est une constante; c'est l'intégrale des aires. 
Cela posé, soit J l'action hamiltonienne 



= f Udt; 



on aura, si les équations du mouvement sont satisfaites, 



.s, f'V ^ '^ dT ^ 1 



dT , 1'=^. 



L'action sera minimum (ou plutôt sa première variation sera 
nulle) si les valeurs initiales et finales des Xî et de w sont regar- 
dées comme données, c'esl-à-dîre si 8.ri= oco =0 pour t =z to et 
pour tz=ti. 

Supposons maintenant que nous regardions comme données les 
valeurs initiales et finales des x/, mais pas celles de eu; nous 
aurons 

8J =[/?oa)]î=;;=/?[oa)]î,j;. 



Soit alors 



H'=II— /?(o' 



et 



il viendra évidemment 



J 



' = fw dt, 



6J' = o. 



/TV 

De l'équation ^-, ^rr^, on tire w' qui est une fonction linéaire 

non homogène des x\\ on voit ainsi que H' est une fonction 
quadratique non homogène par rapport aux x\, 

II' est donc de la forme Ho-- H| -h H2, étudiée au n° 338. 

Ainsi l'intégrale J' sera minimum, alors même que les valeurs 
initiale et finale de a> ne sont pas regardées comme données. 
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On a d'ailleurs 

J'— J — />(««>i — U)o), 

(Oo et oj| ëlanl les valeurs de w pour t = Iq ci t =^ tf 

34-0. Supposons maintenant un système rapporte à des axes 
mobiles, et soumis à des forces qui ne dépendent que de la situa- 
lion relative du système par rapport aux axes mobiles. Supposons 
de plus que les axes soient animés d^un mouvement de rotation 
uniforme de vitesse angulaire constante w'. 

Ce problème se ramène immédiatement au précédent; nous 

n'avons qu'à attribuer aux axes mobiles un moment d'inertie 

très grand de telle façon que sa vitesse angulaire demeure con- 
stante. 

(Jn a alors pour le mouvement absolu 

La fonction des forces U ne dépend que des variables Xi qui 
définissent la position du système par rapport aux axes mobiles; 
ïi , force vive du système, dépend des Xi et est une forme quadra- 
tique par rapport aux x'^ et à u)'; ïo, force vive des axes mobiles, 
est égal à 



'À 



et le moment d'inertie I est très grand. 
Il vient alors 



et 



ou 



H':- Il --/>a)'=^(T, -4- T,-f- U)- ^ (o- Iw'î 



II' T , ÏT ^1 ' ^^^ 



Or, 






J'Y 

(]omme 1 et /? sont très grands par rapport à ^y—?» cette équa 
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lion nous donne approximalivcment 
et plus exactement 



to — 

I 



De plus 

2 " al I '^ 'i[\dui' ) 

On trouve ainsi 

I /dTA- 






Dans le second membre, ravant-dernicr terme est une constante ; 
le dernier est négligeable parce que I est très grand. 

Comme on peut, sans rien changer au principe de Hamilton, 
ajouter à H' une constante quelconque, nous pourrons poser 

H'=T,-+.U 

et nous saurons que Fintégrale 

5"= Çw'dt 

doit être minimum (alors même que les valeurs initiale et fînale 
de ci> ne sont pas données). 

Dans l'expression de H", w'doit être regardée comme une con- 
stante donnée; II" esl alors une fonction quadratique, non homo- 
gène par rappori aux x|, de la forme Ilo-f- H| -4- H2. 

Soit, par exemple, un point matériel de masse i se mouvant dans 
un plan et dont les coordonnées par rapport aux axes mobiles 
sont Ç et Yj. On aura 



11 viendra donc 



'2 






L'intégrale 



J=: r'(lI,-f-lJ|-f-Ho) 



dt 
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est alors minimum, quand on regarde comme données les limites 
Iq et t^ ainsi que les valeurs initiales et finales de Ç et de r,. 
L'intégrale des forces vives s'écrit alors 

<ît nous avons vu que l'intégrale 

J'_^ r(Hj-4-H,H-Ho-4-/i)c?f = J-4-/i(fi-fo) 

est minimum lors même qu'on ne regarde pas to et t^ comme 
donnés. 

On trouve alors 

en posant 

ds^= t/Jï-f-âfr,*. 

C'est le principe de Maupertuis généralisé. 

Dans les problèmes que nous traiterons, U sera toujours po- 
sitif, et, par conséquent, J sera essentiellement positif. 

Il n'en sera pas toujours de même de J'. En effet, si /* est 
négatif, nous devrons supposer que le point Ç, tj reste cantonné 
dans le domaine défini par l'inégalité 

Ho-+- /t > o. 

Le premier terme de la quantité sous le signe / qui est 

ds y/Ho -f- h est essentiellement positif; il n'en sera pas ainsi du 
second qui change de signe quand on renverse le sens dans lequel 
la trajectoire est supposée parcourue. 

Si le point Ç, r^ est très voisin du bord du domaine où il est 
confiné, si, par conséquent, Hq + A est très petit, le premier terme 
sera très petit et ce sera le second qui donnera son signe. 

.r n'est donc pas essentiellement positif. On s'en rend compte 
aussi à l'aide de l'équation 

Si h est négatif, le premier terme J est positif et le second 
négatif. 



Foyers cinétiques. 

341. Jusqu'ici quand j'ai dit, telle intégrale est minimum. 
je me suiâ servi d'une façon de parler abrégt.'e, maïs incurrecie, 
qui ne pouvait d'ailleurs tromper personne; je voulais dire, lu 
variation première de celte intégrale est nulle; celle condition 
est ni3cessairc pour qu'il y ail minimum, maïs elle n'est pas siiffi- 
sanlc. 

Nous allons m[iinlcnant recherclier quelle est la condition pour 
que les intégrales J et J', que nous avons étudiées dans les nu- 
méros prr^cédents, et dont les variations premières sont nulles, 
soient effectivement minimum. Cette recherche se rattache à In 
diriicile question des variations secondes et à la belle théorie de- 
fojers cinétiques. 

Rappelons les principes de ces théories. 

Soient X,, j-j, . . ., x„ des fonctions de f : soient j:',, x.,. - . . . 
:rj, leurs dérivées; considérons l'intégrale 



J - f 'fi^l' ^'iW. 



dont la variation première ÔJ est nulle, en regardant comme di 
nées les valeurs initiales et finales des Xj. 

Pour que celle inlégrale soit minimum, il faul d'abord i 
condition, nécessaire, mais non suffisante, que j'appellerai la c< 
dilton (A). 

C'est nue 

M. 



/(!■,, arl-.-!, 



considéré comme /onction des î,, soit minimum. 

La condition (A) n'est pas suffisante, à moins que les limite^ 
d'intégration ne soient très rapprochées. Sauf ce cas, il faut \ 
joindre une auire condition que j'appellerai la condition (B). 
Pour l'eiposer, il faut d'abord que je rappelle la définition des 
foyers cinétiques. 

Pour que 

ÎJ =0, 



/O/. 
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il faut el il suffil que les x/ satisfassent à n équations différen- 
tielles du deuxième ordre que j'appellerai les équations (C). 

Soit 

^/= ?/(0 

une solution de ces équations. 

Posons, pour une solution infiniment voisine 

et formons les équations aux variations, équations linéaires 
auxquelles satisfont les \i et que j'appellerai (D). 

La solution générale de ces équations (D) sera de la forme 

Les Aa sont a/i constantes d^intégration, les Ç,> sont a/i* fonc- 
tions de /, parfaitement déterminées et correspondant à 2/1 solu- 
tions particulières des équations linéaires (D). 

Cela posé, écrivons que les \i s^annulcnt tous pour deux époques 
données / = /', et ^ = t"\ nous aurons 2/1 équations linéaires entre 
lesquelles nous pourrons éliminer les 2/1 inconnues A*. 

Nous obtiendrons ainsi Téquation 



où À est le déterminant 



A = 



A(<', n 


= 0, 






r... 




SI. m 


• • • 


• • • 




• • • • 


r... 






SI. m 


• • • 

S/I.l 


• • • 

S/t.S 




• • • • 

s/i.m 



^]ffCl ^]fçSoni ce que devient la fonction Ç/^ quand on y remplace i 
par l' et par /". 

Si les époques /' el t" satisfont à Téquation A = o, nous dirons 
(|ue ce sont deux époques conj uguées ti que les deux points M'el 
\r de l'espace à n dimensions, qui ont respectivement pour coor- 
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données 

sont deux points conjugués. 

Si de plus f est celle des époques conjuguées de /', et posté- 
rieure à £', qui est la plus voisine de /', nous dirons que M" est le 
foyer de M'. 

Nous pouvons maintenant énoncer la condition (B) : c'est 
qu'entre t^ et /| ne se trouve aucune époque conjuguée de /©• 

Pour que J soit un minimum, il faut et il suffit que les condi- 
ditions (A) et (B) soient remplies. 

On peut lirer de là une conséquence immédiate. 

Soient ^o> ^i» ^2j h quatre époques. 

Soient Mq, M|, M2, Ma les points correspondants de la courbe 

Supposons que M| soit le foyer de M© et M3 celui de Mj. 
Si la condition (A) est remplie on pourra avoir 

ou 
ou 

Mais on ne pourra pas avoir 

/o < /i < /3 < /i ; 



«ans quoi Tintégrale 






devrait être minimum puisque la condition (B) est remplie, et 
l'intégrale 






ne serait pas minimum puisque la condition (B) ne serait pas 
remplie en ce qui la concerne. 

Cela est impossible puisqu'on peut faire varier les fonctions jt/ 
entre ^2 et /| — e, sans les faire varier entre to et /o. 
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Il e»t aif^^' de voir quelle est la signification géométrique de ce 
qui précède. 

La courbe de l'espace à n dimensions 

re|iré»entant une solution des équations (c) pourra s'appeler une 
Irajcctfjirc, que j'appelle (T). 
La courbe 

Xi=Oi-+- J/ 

reprn.seiilera une trajectoire infiniment voisine. 

Si par le point M' on mène une de ces trajectoires (T') infini- 
ment voisines de (T) et que cette trajectoire vienne de nouveau 
couper la trajectoire (ï) en M" (plus exactement, la distance 
i\(* M" ù cetle trajectoire sera un infiniment petit d'ordre supé- 
rieur); les points M' et M" seront conjugués si, de plus, le 
point qui décrit (T') passe en M' et infiniment près de M*' aux 
époques t' et /". 

3i2. Dans le cas du principe de Hamilton, la condition (A) est 
toujours remplie; en cfTet, on a 

II = Ho-f-H,-+-H,, 

et llj est une forme quadratique homogène par rapport aux x\. 
Dans tous les problèmes de Dynamique, cette forme quadra- 

(i(|ue est définie et positive. 

Si nous changeons x) en xj-i- s/, IIi se change en 



et llj se change en 






railleurs 



Don 






1* 



\.t\ r- î; » Ho-' H| - H,-- Xsi — -. '- ^ Utih > 
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d'où enfin 

n(y.^_ £. ) _ V,. _^jl = H ^ n,(s,). 

Le premier membre correspond à la fonction 

comme la forme quadratique ^^(s/) est définie positive, nous 
voyons que l'expression est minimum pour £/=o, c'est-à-dire 
que la condition (A) est remplie. 

343. Passons au cas du principe de Maupertuis dans le mou- 
vement absolu. L'intégrale à examiner s'écrit alors 






où d-Z' est une forme quadratique définie positive par rapport aux 
diflTérentielles dxi. 

Prenons pour un instant x^ pour variable indépendante; l'inté- 
{»;rale devient 

où l-j—») esl un polynôme du second degré P non homogène 
(mais essentiellement positif), par rapport aux -y— ^. Soit donc 



EL = â /i» r^'/ ) . 

dxx \ \<^-^i/ 



Il s'agit de savoir si 



V^i^-^^-^-i/^ 



est minimum pour e/ = o; ou, en d'autres termes, si la dérivée 
seconde, par rapport à /, du radical 



\/ 



I' { ■•.- -h s,/j 



Ht, 
.dJ'\ 

est positive. 

ÏI. P. - lir. i8 
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dx- 

Mais, quels que soient les -^ et les e/, on aura 



a^ by c élant indépendants de /; la dérivée seconde du radical est 
alors égale à 



ne — b^ 



(a/* -4- ibt -¥- cy 

(^omme le polynôme P est essentiellement positif, cette expres- 
sion est aussi toujours positive et la condition (A) est toujours 
remplie. 

311. Passons au principe de Maupertuis dans le mouvement 
relatif. Nous avons alors à envisager Tinlégrale 

f[cis s/n7^Ti H- o/(t dr, - T, d^)l 

ou, en prenant Ç pour variable indépendante, 

Il faul donc recherolier si la dérivée seconde par rapport à tj' de 
vs[ positive; or, celte dérivée est 



•2 M 



I.a condition (\) est donc toujours remplie. 

Ainsi la condition (A) est remplie d*elle-méme dans tous les 
cas que nous aurons à examiner. 



Foyers maupertoisiens. 

3lo. Los foYors cinoliques ne sont pas tout à fait les mêmes 
suivant qu'on envisage Paction hamiltonienoe ou Paction mau- 
portuisionno. Pour mieux nous en rendre compte, supposons deux 
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(IcgK-â (le lilterté seiilemenl et soieal x f\y les deux variables qui 
(iiinnisscnt [a posilîoD du sjsU-me cl que nous pourrons regarder 
comme les coordonnées d'un point dans un plan. 
Soienl 

»■=/.('), .r=/.lo 

les (équations d'une Irajecloire (T) qui sera une courln' plane. 



r=/,((j + 



=/.('! 



, né(;ligeant les earrés de \ et do 7,, formons les équations aux 
iri;itions. Comme elles sont linéaires ei du quatrième ordre, on 



= «,ill + at',i-^-aiTli-l-niT|i, 



les iii étant des constantes d'int^'gra 
lions de (. 

L'équation du n"3ii, 



, les S, et les T,, des lonc- 









i(»'. 


•) = 


s'ticnl 


lors 


5, 






(0 




Er 


£-, 


i '1 

; s 



C'est eelte équation qui définit les foyers hamiltaniens. 

Elle exprime que le point x, y qui déeril la trajectoire (T) et 
le point j- -+- S, .V + T| qui décrit la trajectoire infiniment voi- 
sine (T') se trouvent à deux époques dilTérentes, à savoir aux 
époques /' et /", séparés par une distance infiniment petite d'ordre 
supérieur, 

ce ne sont pas là les conditions que doivent remplir les 
foyers maupertuîsicns. Deux des points de la trajectoire (T), à 
savoir les deux points M' et M' qui correspondent aux époques /' 
et l'. doivent être h une distance inlîniment petite d'ordre supé- 
rieur de la trajectoire (T'). Mais il n'est pas nécessaire que le 
point mobile qui parcourt (T') passe précisément à Tépoque /'', 
par exemple, infiniment prés de M". En revanclie, la constante 
des forces vives doit avoir la même valeur pour (T) et pour (T'); 




7.G8 
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celle dernière condilion o'esl pas imposée aux fojers hamihoniens. 
L^une des solutions des équations aux variations est 



5 =/',(' ). 

Nous pouvons donc supposer 

5',=/'i(^'), V,=/',(^'), 



^. =/;(o- 



r;=/'i(/'). T,; =/;(/'). 



Ainsi sonl définies les deux fonctions Si et Tji. 

l)*aulre part, la différence entre la constante des forces vives 
relative à (T) et la constante des forces vives relative à (T') esl 
infiniment petite; c'est évidemment une fonction linéaire des 
qualre constantes infiniment petites a,, r/j, aj, a^. 

Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que celle 
différence esl précisément égale à a^. 

Alors, la condition pour que la valeur de la constante des forces 
vives soit la même pour T et (T'), c'est que a^ = o, ou bien 

Maintenant, pour / = /',$ et ri doivent être nuls, d'où les équations 

«i ;'i -t-"2 ii-^^3 i'3 = 0y 
«ir/j -f-aiT;j-f-a3T/3 = o. 

D'autre parï, la valeur de x -h $, jk + t^ pour / = /"-|-e doit 
rire la même (à des infiniment petits près d'ordre supérieur) que 
celle de x et de j^ pour / = /", ce qui s'écrit 



(£-+-«i) ;ï-^^'iîï 



«3 Ta = 



o, 



(£ -^ «, )y,; -4- É/jT,: -r- CTjT,; = O, 



d'oïl, par élimination, 



(•>) 



?'.. 


<»3 


>»1 


() 


T.J 


<^ 


r 


(» 






O 





^.2 



'tS 



O 



— o. 



Ku développant le détermiuaiil, on trouve 






— r* r 






>1 ^13 



;3^M 
••3 'U 



— O 
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el, en posant 
l'équalion (2) devicnl 

(3) ç(^') = ;('')• 

Application aux solutions périodiques. 

346. Si nous avons affaire à une solulion périodique de 
période 27:, les fonctions /i{t) et /o(/) du numéro précédent 
seront périodiques de période 271; il en est de même de 

De plus, les équations aux variations admettront, d'après le Cha- 
pitre IV, d'autres solutions particulières qui seront de la forme 

Dans ces équations, ^ est une constante, a et — a sont les expo- 
sants caractéristiques, les cp et les ^ sont des fonctions périodiques. 

Soit 

-, / dx cl y \ 

Téquation des forces vives; on devra avoir 

dF ç (iF flF d\ dF_ dr^ __ 

dx^'^ dy''''^ , dx dt "^ ^dv'dl" ' 
•^ d —.- d -:- 

dt dt 

m 

A étant une constante. Si, dans cette équation, nous remplaçons 5 
et Y| par e*^'^2i ^^'^2? ^^ premier membre devient une fonction 
périodique de t multipliée par e*' et, comme il doit être constant, 
il faut qu'il soit nul. 
On aura donc 

A = G, 

Cela veut dire que les deux trajectoires infinimenl voisines qui 
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ont pour équations 
et 

correspondent à une même valeur de la constante des forces vives. 
On verrait de même qu'il en est encore ainsi de la trajectoire 
qui a pour équation 

Rien n'empêche donc de poser 

Alors JJ(/) est de la forme suivante 

G(/) étant une fonction périodique. 

Cas des solutions stables. 

347. Nous devons maintenant distinguer deux cas : 

1® La solution est stable et a^ est négalif. Dans ce cas Ç2 ^t Çj, 
■*i2 et 7^3 sont imaginaires conjugués; Ç et G ont pour module 
l'unité. Nous allons faire trois hypothèses que nous justiGerons 
plus loin. 

1® Supposons d'abord que G(/)'ne devienne jamais ni nul ni 
infini; 

?.° Que la fonction 

t^ — IogG(0 = ' 

qui est essentiellement réelle soit aussi constamment croissante ; 

3** Supposons de plus que logG(/) soit une fonction pério- 
dique. 

Alors, l'équation (3) pourra s'écrire, en appelant t' et t" les 
deux valeurs de t qui correspondent à ^' et à /", 

Ici TT. 

x' — -:'= (A: étant entier). 
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A chaque valeur de t correspond une seule valeur de t et à 
chaque valeur de t une seule valeur de t\ nous ne pouvons donc 
avoir ^=0 sans avoir /'= t" ] et si nous voulons i' > t'y il faut 
que k soit positif. 

En faisant k =: \ on donnera à t!' — l' la plus petite valeur; il 
vient 



T — T = 



et le point M" est alors le foyer de M'. 

Mais il importe de remarquer une chose. 

Pour que le raisonnement qui précède s'applique, il faut que 
logG(/)soil une fonction périodique; mais, en général, tout ce 
que nous savons, c'est que G(/) est une fonction périodique, et 
il en résulte simplement que 

logG(/) 

augmente d'un multiple de 2/tc, par exemple de 2kiTz quand t 

augmente de 27:. Alors 

\ogG(t) — ikt, 

est une fonction périodique. 
Posons alors 

ik 

a = a H ; 

il viendra 

On posera alors, non plus 

T = /-h — IogG(0» 
11 



mais 






comme logG(/) sera périodique, les conclusions qui précèdent 
subsistent^ l'équation (3) s'écrira, 



T— T = — .— (m étant entier) 

a 



27^ CHAPITRE XXIX, 

et, de plus, M" sera le fojer de M' si 






t! 



348. Ainsi se trouve justifiée Tune de nos trois hypothèses, 
que logG(/) doit être périodique. Je dis maintenant que la fonc- 
tion T doii, coinnne nous Tavons supposé, être constamment crois- 
sante. 

Supposons en effet que cette fonction admette un maximum t^ 
pour / =z fj,; nous pourrions alors trouver deux époques t\ et i\ 
telles que les valeurs correspondantes t', et t* de la fonction t 
soient égales, et deux autres époques, t\^ et t\ telles que t^ = tJ ; 
telles enfin que les cinq époques d'ailleurs très voisines Tune de 
Tautre, satisfassent aux inégalités 

*' .-' /' .-^ t •" /" .-•' /" 

Alors t\ serait le foyer de /', , /!^ celui de t\^\ or, nous avons vu 
plus haut que de pareilles inégalités sont impossibles quand la 
condition (A) est remplie. 

Je dis maintenant que G(/) ne peut s'annuler; en effet, on a 

Le numérateur et le dénominateur de 2^(/) sont imaginaires 
conjugués; si Tun d'eux s'annule, l'autre s'annule également, de 
sorte que la fonction ^{t) ne peut devenir ni nulle ni infinie. 

Ainsi se trouvent justifiées toutes nos hypothèses. 

Solutions instables. 

349. Supposons maintenant la solution instable et y^ positif; 

dans ce cas Ço? '^riy i:i- 'fa^ ^^ ^j ^^ sont réels. 

Pour la même raison que plus haut, la fonction i sera constam- 
ment croissante; mais deux hypothèses sont possibles : 

1° Ou bien t^(^) ne peut s'annuler ni devenir infini et croît 
constamment de o à -f- oc quand t croît de — oo à + oc. 

Il arrive alors i\\x aucun point de notre solution périodique 
n^a de foyer niauperluisien. 
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:>.'• Ou bien ^(t)peut s^annuler pour t = /o ; il s'annulera alors 
aussi pour £ = /q + '>''^f cl comme il ne peut avoir ni maximum, 
ni minimum, il faut qu'il devienne infini dans l'intervalle. De 
même, si JJ(/) peut devenir infini, il faut aussi qu'il puisse s'an- 
nuler. 

Supposons donc, pour fixer les idées, que Ç(^) devienne infini 
pour 

et pour les valeurs qui en diffèrent d'un multiple de '2?: et s'annule 
pour 

Je suppose d'ailleurs 

D'ailleurs, quand t croît de /q ^ ^i> ou de t^ à ^^j o" ^^ 'a •» 
/o 4- ^"ï^i ÎJ(^) croît constamment de — oo à -|- oo. 

La trajectoire fermée (T) qui représente notre solution pério- 
dique sera donc partagée en deux arcs dont les extrémités cor- 
respondront aux valeurs de t 

Chacun des points de l'un des arcs aura son premier fojer sur 
Tare suivant. 

J'ajoute que les points qui correspondent aux valeurs de t 

^0? ^U' 'iJ 'l 

coïncident avec leurs deuxièmes fojers. 

Soient /" une valeur de / correspondant à un point quelc'nqut» 
de (T) et /* la valeur de t qui correspond à son /i*'"'* foyer, on 
aura 

.. t ., — t 9. Tt 

Il m — - • 

/* -y. 

Mais ce n'est pas tout; on aura 

Si n est très grand et si G(^'') n'est pas infini, comme t]^ — i' est 
très grand et que nous supposons a positif, G(^^) sera très petit, 
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de sorte que si f est, par exemple, compris entre t^ et i\^ la diffé- 
rence 

« 

tendra vers i^ quand /i croîtra indéfiniment. 

Si n tend vers — », cette différence tendra vers /© ou vers tx 
selon que t^ sera compris entre /© et /'^ ou entre /'^ et t\^ J'ajou- 
terai que la différence /^,, — 2/i7r est, ou constamment croissaDle, 
ou constamment décroissante avec /t. 

Les valeurs i\^ l\ correspondent aux points où 

mais $,r,2 — \'it^\ est une fonction périodique multipliée pare*^; 
or, une fonction périodique doit dans une période s'annuler un 
nombre pair de fois. 

Par conséquent, la trajectoire fermée (T) sera partagée par les 
points ^0» ^M 'o-h 271 en un certain nombre d'arcs et ce nombre 
sera toujours pair, 

350. Au point de vue qui nous occupe, les solutions pério- 
diques instables peuvent donc se répartir en deux catégories. 
Mais on pourrait se demander si ces deux catégories existent 
réellement. II convient donc d'en citer des exemples. 

Soient p et (0 les coordonnées polaires d'un point mobile dans 
un plan; les équations du mouvement s'écriront 



^'^ ^ = (^j ?-^-^' ^'-di^^''^ 



d^p /rfto\« dV . c/*o> d:i dit» dV 

' dt dt do» 



Supposons que, pour p = i, on ait 

,, dV dV </Mî 

les équations (i) admettront pour solutions 

et cette solution correspondra à une trajectoire fermée qui sera 
une circonférence. 
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Posons 

p = H-Ç, ui = t -h V 

el formons les équations aux variations; elles s^écriront 

La seconde s'intègre immédiatement 

di> 



dt ^ 

mais cette constante doit être nulle si nous voulons que la con- 
stante des forces vives ait même valeur pour la trajectoire (T) et 
pour la trajectoire infiniment voisine. 

Si donc on remplace -7- par — aîj, la première équation aux 
variations deviendra 

(») g = ç(=(n-3]. 

L'équation (2) qu'il nous reste à intégrer est une équation 
linéaire à coefficient périodique. 

Ces équations ont été trailées dans les n*^' 29 et 189 {voir en 
outre Chapitre IV, passini). 

On sait qu'elles admettent deux solutions de la forme suivante : 

G et G| étant des fonctions périodiques. 

Nous allons trouver des exemples de tous les cas distingués 
plus haut. Supposons d'abord que cp se réduise à une constante A 
(cas des forces centrales). 

Si A <C 3, on aura une solution périodique stable. 

Si A >• 3, il n'y aura pas sur (T) de foyer maupertuisien et 
nous aurons une solution périodique instable de la première caté- 
gorie. 

11 me resle à faire voir qu'il peut aussi y avoir des solutions 
périodiques instables de la deuxième catégorie. 

La solution sera instable et de la deuxième catégorie si G 
s'annule de telle façon que le rapport 
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qui correspood à la fonction ^(t) des numéros précédents puisse 
s'annuler et par conscqueiU devenir infini. 

Or, on peut évidemment construire une fonction périodique G 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

1° Elle admettra deux zéros simples et deux seulement; 

2** Ces zéros annuleront également 

— ._ — o 2 -— - . 

iir- dt 

Il en résulte que toutes les fois que 

s'annulera, sa dérivée seconde «^annulera également de telle façon 
que le rapport 

resicra lîiii. 

On peut évidemment construire une fonction G qui satisfasse 
à ces conditions; la fonction périodique o construite à Taide de 
cette fonction G correspondra à une solution périodique instable 
de la deuxième catégorie. 

Comme exemple de fonction G satisfaisant à cette condition, 
nous pouvons prendre 

G — NJn / — _ ( eus/ — coi3/ ). 
4 

Cette fonction s'annule pour / = o et / = -; et elle lï'a pas 
d'autre zéro si 



D'ailleurs, pour / z=z o et pour / = t:, on 



a 



//m; r/G 

dr- dt 



Pour que le rapport -..- s'annule, il ne suflit pas que G s'annule, 

il faut encore que G| ne s'annule pas. 

Or, c'est ce qui arrive, car si G et G| s'annulaient à la fois, les 
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deux solutions 

ne pourraienl diflerer que par un facteur constant (puisqu'elles 
satisfont à une même équation différentielle du second ordre) et 
cela est absurde. 

351. Un point sur lequel je veux attirer Tatlention, c'est que 
les solutioas instables de la première et de la deuxième catégorie 
forment deux ensembles séparés de telle façon qu'on ne peul 
passer de l'une à l'autre d'une manière continue sans passer par 
l'intermédiaire des solutions stables. 

Bornons -nous d'abord au cas particulier du numéro précédent 
et reprenons l'équation 

Faisons varier la fonction co d'une manière continue et voyons 
si l'on pourra passer immédiatement d'une solution instable de la 
première catégorie à une solution instable de la deuxième caté- 
gorie. Pour cela, il faut que la fonction G qui est réelle soit 
d'abord incapable de s'annuler et ensuite susceptible de s'annuler. 
On passerait donc du cas où l'équation G = o a toutes ses racines 
imaginaires au cas où elle a des racines réelles. Au moment du 
passage, elle aurait une racine double ou plus généralement mul- 
tiple d'ordre 2/;/. 

Ce zéro, qui serait d'ordre 2 m pour G, serait d'ordre '2m — 1 

pour—.— , d'ordre 'irn — 2 pour --tjt y de sorte que l'expression 

^/* G dG 

—7— -+-2 2 — r- -h aî(ï 

f/f* dt 



G 

deviendrait infinie, ce qui est impossible, puisqu'elle est égale 
à 'O — 3 . 

Au contraire, on peut passer d'une solution stable à une solu- 
tion instable de l'une ou de l'autre catégorie. 

Pour une solution stable, en effet, G est imaginaire. Au moment 
où la solution deviendra instable, la partie imaginaire de G 
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deviendra identiquement nulle; si, à ce moment, la partie réelle 

de G a des zéros, on passera à une solution instable de la deuxième 

catégorie; si cette partie réelle ne s^annule jamais, on passera à 

une solution instable de la première catégorie. 

Il n^y a d^ailleurs aucune difficulté à passer du cas où Téqua- 

lion 

partie réelle de G = o 

a toutes ses racines imaginaires à celui où cette équation a des 
racines réelles, pourvu qu'au moment du passage la partie imagi- 
naire de G ne soit pas nulle. 

3S2. Pour mieux faire comprendre ce qui précède, je vais 
revenir à un exemple qui nous est déjà familier. 

Uevonons à Téqualion de Gyidén, c'est-à-dire à réquatioD (i) 
du n" 178 (l. II). Nous donnerons à cetle équation le numéro (3) 
vi nous récrirons 



(3) 



flijp 

-^^- = x(— 7«-f-ry, COS2/). 



On voit quV'Ile est de même forme que Téquation (a). 

Nous avons vu que cette équation a, comme Téquation (12), deux 

intégrales do la forme 

e«'G, c-3"G„ 

(|ue nous avons écrites dans la notation du n® 178, sous la forme 

Lr c*uM de h réel correspond alors au cas des solutions stables 
rt \r eus de h imaginaire à celui des solutions instables. 

Ni»ns avons envisagé aussi deux intégrales remarquables; la 
prrniirre paire 



\''(t) 



|F(o) = i, F'(o) = o]; 



l«» '•«•foiidr impaire 



[.Ao) = o, /'(o) = i]; 



Ffni/'nT)-/(7:iF'(7T) = i, 

Je l'envoiE: maiciLeiiant à la figure de la page 2.^3 (Tome II) où, 
regardant g el q, comme les coordonnées rectangulaires d'un 
point, nous avons séparé les régions correspondant aux solutions 
stables de celles qui correspondent aux solutions instables. Ces 
dernières sont représentées couvertes de hachures. 

Ces diverses régions sont séparées les unes des autres par 
quatre courbes analytiques dont j'ai donnt! les équations page a.f i 
(Tcnell). 



Voie 



s é(|iiaiia 



F(.)= 1. 


F'(u)« 


F(i). ., 


/■(.) = 


F(.) = -,. 


F'(«). 


F(")^-., 


/(«) = 



(") 
<f> 

(^) 
«) 

A quelle catégorie appartiennent les solutions instables qui 
correspondent à nos régions couvertes de hachures? Il est clair 
d'abord que les solutions instables qui correspondent à l'une de 
ces régions sont toutes de la même catégorie. Cela résulte immé- 
diatement de ce qui piécêdc. 

Or, en un point de lune des courbes (p) el {5), la foncllon G 
se réduit ji f{l) el cette fonction peut s'annuler puisqu'elle est 
impaire. Donc, si une région est limitée par un arc de l'une des 
courbes (|B) el (3), les solutions correspondantes seront de la 
seconde catégorie. 

Mais il en est ainsi de tontes nos régions. Donc toutes nos 
solutions instables sonL de la seconde catégorie. 

Il est aisé de transformer noire exemple de telle façon que l'on 
ait des solutions des deux catégories. Il suffit de remplacer if^ 
par q de façon que ce coefficient puisse devenir négatif. 

Notre équation (3) s'écrit alors 



(3 bU) 



■■')■ 
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(Venons toujours q el qt pour coordonnées rectangulaires et 
construisons une figure analogue à celle de la page 24 ■• (-«a partie 
de la figure située à droite de Taxe des q, du côté des q positifs 
sera analogue à la figure de la page 241- Mais nous aurons à 
pauclie de l'axe des q^^ du côté des q négatifs, une région cou- 
verte de hachures, limitée par une espèce de parabole tangente 
à Taxe des q^. 

Les régions hachées de droite correspondront, nous venons de 
le voir, à des solutions de la seconde catégorie; mais il n'en sera 
pa« de môme de la région hachée de gauche. 

Il suffit pour s'en convaincre de faire q, •= o, d'où 

353. Je n'ai encore fait la discussion que dans un cas particu- 
lier. Pour l'étendre au cas général, je vais montrer qu'on est 
loujours amené à une équation de même forme que l'équation (a) 
du numéro précédent. 

Considérons d'abord le cas du mouvemenl absolu; si U est la 
fonction des forces et si x el y sont les coordonnées cartésiennes 
d'un point dans un pUn, les équations du mouvement s'écriront 



(/V . dû 



<(x a y 



rt les é(|ualions aux variations 



t > ) 



m 


d'- IJ ^ d^\} 

da-^- ' "^ dxdf """ 




dxdy ^^ 7/72 ''• 



Je représente pour plus de brièveté par des accents les dériva- 

lions par rapport à /. Ainsi ç' représente ici -~^ et non plus, 

( onime dans le n° 3tl, la valeur de \ pour / = /''. 
l/inlégralc des forces vives s'écrira 

.r'î _u r'î 
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el rinlégrale correspondante de (2) 

x'^' -^yri' = --J- ; H — T- T^ -+- S/t (SA étant une constante). 

Pour Tapplicalion du principe de Maupertuis, il faut supposer 

ùh = 0, 
de sorte que nous aurons 

ou bien 

(3) r'i'-^yr:=x'i-^yr,. 

Nos équations (2) et (3) admettront alors trois solutions linéai- 
rement indépendantes que nous avons appelées au n® 345 

Posons 

(5) = ?/->T)a7'. 

Si alors nous appelons 0|, 627 ^3 'es trois valeurs de qui corres- 
pondent aux trois solutions (4), nous aurons 6| = o et la fonction 
que nous avons appelée Ç(/) au n° 34o ne sera autre chose que 

De Téquation (5) on tire 

(6) o'=ey-v^'-+-5^'-T,^' 

et 

Mais x' et y satisfont aux équations (a), de sorte que Ton a 



r/2 U , d^V 



^ ~ djr^ '^ "^ dx df ^ ' 

,._ d^ , rfUJ , 
^ ~ dxdy'''^ dy ^' 

Remplaçons dans l'expression de 0", les dérivées x" ei y" par les 
H. P. — III. 19 
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valeurs ainsi Irouvées et les dérivées Ç" et r\' par leurs valeurs (a), 
il viendra 



(7) 



0'-eAU=2(f>'-T/ar'). 



Je désigne par AU (ou plus brièvement par A) la somme des deux 
dérivées secondes 



Il est aisé de vérifier Tidcnliié suivante 

- 'x{x'x''^yy){\y-ry-^- \'y- V:r') 
= i(yx'^yx^)(\'x'-^ r;y-ix'- ry), 



ou, en tenant comple de (5), (6), (7) et (3), 



2(x'*-h^'«)(Ç/-7ja7') 



(8) (2r'«-+-/«)(0'-0A)— ■2(:r'j''-h/y)0'+2(a:''»-+-y»)0^o. 

Telle est Téquation différentielle qui définit la fonction inconnue ft. 
Nous poserons 

el notre équation deviendra 



(\)) 



• — v • • _ 



« 



équalion de même forme que l'équation (2) du numéro précé- 
dent. Les conclusions du numéro précédent subsistent donc; une 
solution périodique instable est de la seconde ou de la première 
catégorie selon que la fonction '^ peut ou non s'annuler. On ne 
peut passer directement d'une solution instable de la première 
catégorie à une solution instable de la seconde, mais seulement en 
passant par des solutions stables. 



351. Les mêmes résultats subsistent-ils encore dans le cas du 
fnouv(;meiit relatif? 

Les é({uations du mouvement deviennent alors 



l\ hix) 



d\] 



X — X ix}} = - 



dx 



dl) 
y -r- max = —L—f 
dy 



ht d/'signant la vitesse de rotation des axes mobiles. 
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Les équations des variations seront 

L'équation des forces vives étant encore vraie, il en sera de 
même de 

(3) ar'$'-h/T/=ar'?-+-7'7j. 

Posons encore 

les équations (5) et (6) subsisteront. 

D'autre part, comme x' et y doivent satisfaire aux équa- 
tions (2 bis), on aura 



d'-V . d^\} 



•^ dx^ dx dy-^ 

En tenant compte de ces équations ainsi que des équations ( 2 his)^ 
et en tenant compte également de V équation (3), on peut sim- 
plifier l'expression de 0" et l'on retrouve l'équation 

(7) ô'-0AU=2(ry-V^'). 

Comme l'identité du numéro précédent est toujours vraie, on 
retrouvera les équations (8) et (9); il n'y a donc rien à changer 
aux conclusions du numéro précédent. 

355. Mais une nouvelle question se pose. 

La trajectoire (T) est une courbe fermée; nous avons jusqu'à 
présent cherché à déterminer si un arc ABde celle courbe corres- 
pondait à une action plus petite que tout arc infiniment voisin 
ayant mêmes extrémités. 

Mais nous pouvons également nous demander si cette courbe 
fermée tout entière correspond à une action plus petite que toute 
courbe fermée infiniment petite. 

Supposons d'abord qu'un point A de la courbe (T) ait son 
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premier foyer B sur la courbe (T), de telle façon que l'arc AB 
soit plus petit que la courbe fermée tout entière. 

C'est ce qui arrive pour les solutions instables de la première 
catégorie, nous avons vu que pour ces solutions la courbe (T) se 
divise en un certain nombre pair d'arcs et que tout point d'un de 
ces arcs a son premier fojer sur l'arc suivant; de telle façon qu'en 
partant d'un point quelconque on rencontrera son premier foyer 
avant d'avoir fait le tour complet de la courbe (T). 

C'est ce qui arrive également pour certaines solutions stables. 
Dans le cas des solutions stables, nous avons posé (n® 347) 

f -t- — logG(<)= X 

et nous avons vu que le t d'un point et celui de son premier 
fojer diffèrent de — Si donc -. est plus grand que -> on rencon- 
trera le foyer d'un point avant d'avoir fait le tour complet de (T). 

S'il en est ainsi, l'action ne peut pas être moindre pour la 
courbe (T) que pour toute courbe fermée voisine. 

Soit, en effet, ABCDEA la courbe (T) et supposons que D soit 
le foyer de C. Comme E est au delà du foyer de C, nous pourrons 
joindre C à E par un arc CME très voisin de CDE et correspon- 
dant à une action moindre. 

Si je représente par (CME) l'action correspondant à l'arc CME, 

on aura 

(CME)<(CDE) 

et, par conséquent, 

(ABCMEAX (ABCDEA). 

Considérons maintenant une solution stable telle que 

a I 

je dis que l'action ne sera pas non plus moindre pour (T) que 
pour toute courbe fermée infiniment voisine. 

Je fais la figure, pour fixer les idées, en supposant -: compris 
entre t et ^» de telle façon que l'on rencontre le foyer d'un point 
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avant d'avoir fait trois fois et après avoir fait deux fois le tour 
de (T). 

Soit ABCDA la courbe (T); le foyer F se trouvera entre AB et 
on le rencontrera après avoir fait deux fois le tour de (T). 

Comme B se trouve au delà de ce foyer, nous pouvons joindre 
A à B par un arc AEHNKHMEB tel que 

(AEnNKHMEB)<(ABCABCAB). 
Comme on ne rencontre pas le foyer de A en décrivant Tare AB 

Fig. 10. 




sans faire le tour de (T), on aura d'autre part 

(AE-hEB)>(AB), 
d'où, en retranchant, 

( EHNKHMEX ( ABGABGA ) 

ou 

(EILME)-+-(n\KH)<5i(ABCA). 

On doit donc avoir ou bien 

(EnME)<(ABCA) 

ou bien 

(nNKII)<(ABGA). 

11 y a, en tout cas, une courbe fermée peu différente de (T) et 
correspondant à une action moindre. 

Donc, pour qu^une courbe fermée corresponde à une action 
moindre que toute courbe fermée infiniment voisine, il faut 
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que cette courbe fermée corresponde à une solution périodique 
instable de la première catégorie, 

336. Cette condition est-elle sufïisante? Pour nous en rendre 
compte, étudions les solutions asympto tiques correspondant à une 
pareille solution périodique instable. 

Soient 

les équations de la solution périodique et 

celles des solutions asymptotiques. Les fonctions 'fi(<) et ^/(^) 
seront des fonctions périodiques de t. Nous pourrons aussi écrire, 
en posant Ae*^= w, 

a: = ©o(0-^"?l(0^-••• = *(^ w). 

Si u est suffisamment petit, a: et^ seront des fonctions uni- 
formes de t et de 1/, périodiques par rapport à f de période 211. 
De plus, le déterminant fonctionnel 

ôijr, r) _ d^ dW d^' d^ 
0\^t, u) " ~di ~dû ~ ~di ~dû 

ne s'annulera pas. En effet, pour u = o, ce déterminant se réduit à 

?;(04i(o-4'i(o?i(o. 

Or cette expression n'est autre chose que l'expression 

du n* 315 divisée par e*'. Elle ne s'annulera donc pas si la solu- 
tion instable est de la première catégorie. 

Donc« le déterminant fonctionnel, ne s^annulant pas pour u =0, 
ne s'annulera pas non plus pour u suffisamment petit. 

Donc, si u est suftisamment petit, 1/, cos/ et s'int seront des 
fonctions uniformes de x et de r. 

Les équations des solutions asymptotiques s'écrivent 
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et l'oa voit que le déterminant fonctionnel 

d((. A) ~ i9(f, u) * 

ne peut s'annuler, ce qui veut dire que les courbes (i) ne pré- 
sentent pas de point double, ne se coupent pas entre elles et ne 
coupent pas la trajectoire (T) [tout cela, bien entendu, si l'on sup- 
pose u suffisamment petit; cela ne serait plus vrai si l'on prolon- 




geait indéfiniment les courbes (i) de façon que u devienne très 
grand]. 

Les courbes (i) correspondant au\ solutions asymptotiques 
auront donc l'aspect de spirales s'enroiilant autour de (T). Cet 
aspect est représenté sur la figure (a). La trajectoire fermée (T) y 
est représentée en trait plein, mais je dois avertir qu'il y a sur la 
figure deux courbes fermées marquées en trait plein; de ces deux 
courbes, celle qui est intérieure à l'autre est celle qui repré- 
sente (T). 

Les courbes spirales (i) sont représentées en trait pointillé 

J'observe qu'il y a deux systèmes de solutions as^-mptoliques 
correspondant aux deux exposants caractéristiques égaux et de 
signe contraire. 
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Ces solutions asjmptoliques du second système seraient des 
courbes spirales analogues aux courbes (i), mais s'enroulant en 
sens contraire. Elles ne sont pas représentées sur la figure. 

Dans le cas d^unc solution instable de la deuxième catégorie, 
les courbes (i) présenteraient un aspect tout différent; elles vien- 
draient recouper une infinité de fois la trajectoire fermée (T) 
et les points d'intersection formeraient un ensemble infini pré- 
sentant un nombre fini, d'ailleurs pair, de points limites. Ces 
points limites correspondraient aux valeurs t^^ t^ envisagées 
dans le n*' 3i9. 

357. Revenons aux solutions instables de la première catégorie 
et aux solutions asymptotiques du premier système représentées 
sur la figure {'à). Je me propose d'établir que l'action est moindre 
pour (T) que pour toute courbe fermée infiniment voisine. 

Je considère une courbe fermée quelconque infiniment peu 
différente de (T). Cette courbe, que j'appellerai (T'), est repré- 
sentée sur la figure (2) par une courbe fermée en trait plein exté- 
rieure à (ï) et passant par les points C et B3. 

Bornons-nous d'abord au cas du mouvement absolu. Dans ce 
cas nous avons le théorème suivant bien connu : 

Soient A|B|, AaBj, ..., A;,B„ une série continue d'arcs de 
trajectoires . 

Les exlrémilés de ces arcs se trouvent sur deux courbes 

AlA*...A||) D\\)^ . . m t>/| . 

Si ces deux courbes coupent orthogonalement les trajectoires A|Bj, 
AsB-j* . . . , A„B„, on aura 

(A,BO = (A,B,)-... = (A«B«), 

en désignant toujours par (A|B|) l'action correspondant à 
l'arc A. B,. 

Construisons donc les trajectoires orthogonales des courbes (1). 
Ces trajectoires que j'appellerai les courbes (a) auront pour équa- 
tion différentielle 



\ \iit liu dt du'^ \du* du^ J 



'dbb action. 9f<9 
Pour chaque point du plan, pourvu que ti soil assez petit, passe 
une courbe (2 ) et une seule. Il ne pourrait en cire autrement que 
si les coeriicicnls de <lt et de t/it s'annulaient à la fois, ce qui ne 
poiirraÎL avoir lieu que si le dcHorminanl fonctionnel de 4> et de T 
par rapport à / et à 1^ s'annulait; nous avons vu qu'il n'en était 
pas ainsi. 

Les courbes (3) sont représentées sur la figure (a) en trait 



Soient A, A,. . , , , Aj, B, Bj, .... Bj deux de ces courbes infi- 
DÎment voisines; elles interceptent sur (T) Tare A3B], sur les 
courbes (1) les arcs A, B,, A, B3,A,B,,AsBs. sur (T) l'arc CB,. 

Il me suffit, pour mon objet, d'(:tablir que l'action de (CBj) est 
plus grande que pour l'arc correspondant A3B3 de (T). 

Nous avons, en elTct, 

(A,R,) = (A,B,) 

et, dans le triangle rectangle curviligne infiniment petit AjCB.i. 

{CB,)>(A,B.). 
On a donc 

(CB,)>{A,B,), 
et, par conséquent, 

action de (T')> action de (T). 

c. Q. r. D. 

358. Il reste à voir si le même résultat subsiste encore pour le 
mouvement relatif. 

L'irréversibilité des équations constitue évidemment une dif- 
férence considérable avec le cas précédent. L'action pour un 
arc AB quelconque n'est plus la même que pour le même arc 
parcouru en sens contraire. D'ailleurs, si une courbe quelconque 
satisfait aux équations différentielles, il n'en sera pas de même de 
la même courbe parcourue en sens contraire. 

Enfin, les trajectoires orthogonales des courbes (1) ne jouiront 
plus de la propriété fondamenlalp que j'ai énoncée dans le numéro 
précédent. Mais il y a d'autres courbes que je vais définir et qui 
jouissent de cette propriété. Cela suffit pour que le résultat du 
numéro précédent subsiste. 
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Nous avons, au n® 340, trouvé pour Texpressioii de Taclion 

y= Ç[d5 /Ho -h A -f- a>'(î rfTi — 7j d^)]. 

Pour simplifier, je poserai v/H© -h A = F; je désignerai les coor- 
données non plus par \ et r,, mais par x eiy pour me rapprocher 
des nolalions employées dans les numéros précédents et la vitesse 
angulaire non plus par co', mais par co en supprimant l'accent 
devenu inutile. J^aurai alors 

J'= A F ^dx^ -h dy^ -^tùirdy —y dx)\, 

d'où 



aj'./[a 



8F ds-^¥ ^""^^ -^ ^'' ^^^ 



ds 



(4) 



-4- a)(or fl[^ — ô^r/-r)-h a>(jr 8dy —y^dx) 1 
OU, en intégrant par parties, 

I 8J'--- ^rSFrf5-h2to(oj-rfv~8rrfx)-axrf^^^-8>'€/(?^ 

I -^1 P ds~^~^ -i-oiir^y — rùr)} . 

L'expression définitive de 8J' comprend donc deux parties : 
une intégrale définie qui doit être prise entre les mêmes limites 
que r intégrale J' et une partie toute connue que j'ai placée suivant 
fusage entre deux crochets avec les indices o et i, cette notation 
signifiant qu'on doit calculer l'expression entre crochets pour les 
deux limites d^intégration et faire ensuite la différence. 

Supposons maintenant que Ton égale à zéro l'expression qui 

figure sous le signe / dans le second membre de (4). On obtiendra 

des équations diflVrentielles qui seront précisément les équations 
du mouvement et auxquelles satisferont toutes nos trajectoires et 
on particulier les courbes (iV 

Ces équations peuvent s'obtenir d'une infinité de manières 

parce que ox et ûv sont deux fonctions entièrement arbitraires. 

dF ^ 
Nous pouvons d'abord supposer ir = o d'où oF = -r-^oy^ et 

notre équation s'écrira, on divisant par ivds. 

,/F dr dF dx ^d*r 

dr ds as ds ds^ 
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Si Ton avait au contraire supposé 8)' = o, on aurait trouvé 

dF dy _d?^dx d^ 

dx ds ds ds ds^ 

Ces deux équations sont équivalentes, comme il était aisé de le 
prévoir, et, en effet, si on les ajoute après les avoir respectivement 

multipliées par -^ et -7-, et si l'on tient compte des relations 

fdx\^ ldy\^_ dr dKr dy d^y _ 



m'-' 



\ ds / \ds / ' ds ds^ ds ds^ 

on annve à une identité. 

Si donc nous envisageons les courbes (i), elles satisferont à 
Téquation (6). Si Ton tient compte de cette équation, la rela- 
tion (4) devient 



8J 



F ^^ • -^u}(x<iy-y<ix)\ . 



Soient A,B|, A2B2, . . ., A„B„, une suite continue d*arcs appar- 
tenant aux courbes (1) et dont les extrémités A| A2 ...Art, B| B2...Brt 
forment deux courbes continues C et C 

Soient A/B/, A/^i B/^i deux de ces arcs infiniment peu différents 
Tun de l'autre. Soient x, y les coordonnées du point A/, x -+- 8j?, 
y -\-^y celles du point infiniment voisin A/^4 . 

Soient J' Taclion relative à Tare A/B/ et J'4- oj' Faction relative 
à l'arc A/^iB/^,. 

Si a est l'angle que fait avec l'axe des x, la tangente à la 
courbe A/B/ qui est une courbe (i), et si les deux courbes C et CJ 
satisfont à l'équation différentielle 

(7) F (ces a Zx -h sinat <5/) -f- to(x 0^ — j' 0J7) = o, 

on aura 

cJ' = o 
et, par conséquent, 

(AiB,) = (A2B0 = ... = (A«D«). 

Les courbes définies par l'équation (7) peuvent donc jouer le rôle 
que jouaient dans le numéro précédent, les trajectoires orthogo- 
nales des courbes (i). 
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Nous pouvons donc reprendre la figure (2) et supposer que les 
courbes en trait mixte représentent, non plus ces trajectoires 
orthogonales, mais les courbes définies par Féquation (7). Nous 
n'aurons rien à changer à la démonstration. 

Un point cependant n'est plus évident. Dans le triangle rectangle 
infiniment petit A3CB3, j'avais 

(CB,)>(A,B5). 

Le triangle n'est plus rectangle et, d'autre part, j'ai changé la défi- 
nition de l'action. L'inégalité subsiste-t-elle encore? 

11 serait aisé de voir que cette inégalité équivaut aux condi- 
tions (A) du n** 341 et nous avons vu au n® 344 qu'elles sont rem- 
plies. L'inégalité a donc lieu et notre démonstration subsiste. 

En résumé, pour qu'une courbe fermée corresponde à une 
action moindre que toutes les courbes fermées infiniment voi- 
sines, il faut et il suffit que cette courbe fermée corresponde à 
une solution périodique instable de la première catégorie. 

359. Ce que nous avons dit au sujet de la classification des 
solutions instables en deux catégories nécessite une remarque. 

A un autre point de vue les solutions périodiques instables 
peuvent se répartir en deux classes. Celles de la première classe 
sont celles pour lesquelles l'exposant caractéristique a est réel, 
de telle sorte que e*^ soit réel et positif, T étant la période. 

Celles de la seconde classe sont celles pour lesquelles cet expo- 

sant a a pour partie imaginaire - '- de telle sorte que e*^ soit réel 

et négatif. 

Dans ce qui précède, nous nous sommes uniquement attachés 
aux solutions instables de la première classe. Voyons si celles de 
la deuxième classe peuvent également se répartir en deux caté- 
gories. 

Nous pourrons poser 

a' étant réel; et nous poserons ensuite comme au n® 346 : 

Ç3 = e-3t'o3, r,j=c-3t''4^„ 
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OÙ ^2, ^2j ?3 c^ ^3 sont des fonctions de t qui changent de signe 
quand / se change en ^ -}- T et qui seront réelles. 
Il vient alors 

Le numérateur et le dénominateur de G sont des fonctions de t 
qui changent de signe quand t se change en / -f- T. 

On est donc certain que ces deux fonctions s'annulent, et par 
conséquent qu'il en est de même de 

Ces deux dernières fonctions satisfont à une même équation 
différentielle linéaire du second ordre dont les coefficients sont 
des fonctions périodiques de t ne devenant pas infinies, le coeffi- 
cient de la dérivée seconde se réduisant à une constante. Ces 
deux fonctions ne peuvent s'annuler à la fois; car si deux inté- 
<;rales d'une pareille équation linéaire s'annulaient à la fois, elles 
ne pourraient différer que par un facteur constant. Or JJ(^) n'est 
pas une constante. 

Le numérateur et le dénominateur de s(^) s'annulent donc tous 
deux et ne s'annulent pas à la fois; donc ^{t) [et par conséquent 
G(/)] peut s'annuler et devenir infini. 

Toutes les solutions instables en question sont donc de la 
deuxième catégorie; à part cela, il n'y a rien à changer à ce qui 
précède. 
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FORMATION DES SOLUTIONS DU DEUXIÈME GENRE. 



360. Nous allons voir main tenant comment on peut former 
eflTectivement les solutions périodiques du deuxième genre. 
Soient 

^ _ r/r *!li — ^ ^^_ 

dt dyi dt dxi 

un sj^stème d'équations canoniques; et supposons qu'elles admet- 
tent une solution périodique du premier genre 

(2) x, = cp,.(/), yi^^i{t). 

Nous nous proposons d'étudier les solutions périodiques du 
deuxième genre qui dérivent de la solution du premier genre (2). 

L'analyse peut être simplifiée, au moins pour Texposition, si 
Ton amène les équations (i) à une forme convenable par une 
série de changements de variables. 

Nous supposerons deux degrés de liberté seulement. Quand / 
augmentera d'une période, jKi et y^i augmenteront respective- 
ment de 

k\ et ^2 étant des entiers. 

Je puis d'abord supposer A"|==o; car, s'il n'en était pas ainsi, 
j'amènerais k\ à s'annuler par le changement de variables du 
n«202. 

Je puis ensuite supposer que la solution périodique (2) se 
réduit à 

X, = 0, 37, = o, yx = o, 

car, s'il n'en élail pas ainsi, je ferais le changement de variables 
du n" 208. 
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Cela posé, nous allons voir comment on peut rattacher la 
recherche des solutions périodiques du second genre, soit à 
Tanalyse du n^ 274, soit à l'analyse du n^ 44. 

361. Rappelons les résultats obtenus aux n®*273 à 277. Soient 
des équations canoniques 

dxi iW dvi dF . . . 

contenant un paramètre X et supposons qu'elles admettent une 
solution périodique 

de période T©, correspondant à la valeur Co de la constante des 
forces vives, et à X = o. On satisfera formellement aux équa- 
tions (i) par des séries de la forme suivante; ces séries procéde- 
ront suivant les puissances des quantités 

X, A)te«k', Ai.e-«i' (A* = i, 2, . . ., /i — - 1). 

Les coefficients seront des fonctions périodiques de / -|- A, 
dépendant en outre de la constante des forces vives C. La 
période T dépendra aussi de C et des produits A^AJ^; elle se 
réduira à T© pour 

G = Co, Ai^\'j^. = Oy X=o. 

Les exposants a^ sont des constantes développables suivant les 

puissances de X et des produits Aax\^ et dépendent en outre de C; 

ils se réduisent aux exposants caractéristiques de la solution (2) 

pour 

C = Co, AA-Âi=:o, X = 0. 

Les Aa, les \\ et h sont des constantes d'intégration. 

Dans l'étude des solutions asymptotiques, nous avons supposé 
que les a^ étaient réels et nous avons annulé une des constantes A 
sur deux. 

Pour appliquer ces mêmes résultats à l'étude des solutions 
périodiques du second genre, nous supposerons au contraire que 
les exposants a^ sont purement imaginaires. 
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Je supposerai deux degrés de liberté seulement, ce quî me per- 
mettra de supprimer i^indice k devenu inutile. 

Pour que nous obtenions des solutions périodiques, il faut que 

l'exposant a soit commensurable avec -=r' Si nos séries étaient 

convergentes, cette condition serait suffisante; mais elles sont 
divergentes et ne satisfont aux équations (2) qu'au point de vue 
formel. Une discussion plus approfondie est donc nécessaire; on 
pourrait appliquer un artifice analogue à celui qui a été employé 
aux n°* 211 et 218. On obtiendrait ainsi des séries qui seraient à 
celles des n°* 273 et 277 ce que les séries de M. Bohiin sont à 
celles des n°* 125 et 127. On retomberait ainsi par une voie indi- 
recte sur les solutions périodiques du deuxième genre. Mais j'aime 
mieux opérer autrement. 



Formation effective des solutions. 

362. Par les changements de variables des n®* 209, 210, 273, 
274, toujours applicables quand on a un système d'équations 
canoniques admettant une solution périodique, nous pouvons 
amener nos équations à la forme des équations du n® 274. Dans 
re numéro nous avons formé les équations suivantes (p. 98) 

^^ dt ~~ dy'i' dt dx'i' 

f'=f;-4-ef;-+-s«f;h-..., 

où F^' est un polynôme entier en x\^ y\y x^, qui sera homogène 
(le degré /> -f- 2 si l'on considère x\ ^ly\ comme du premier ordre 
et x\^ comme du second ordre. Les coefficients de ce polynôme 
sont des fonctions périodiques de^!, dont la période est 2tc. 

Nous allons, comme au n** 274, supprimer les accents devenus 
inutiles et écrire F, F^, x/, yi au lieu de F', F' x-^ y\. 

Nous pouvons alors supposer (C/*. p. 94^ 95, 96) 

Fo= Hj-,-h aBj-i^i, 

où II et B sont des constantes; je pourrais aussi supposer H = i, 
mais je ne le ferai pas. 



FORMATION DES SOLUTIONS DU DEUXIÈME GENRE. 397 

Posons ensuite, comme à la page 96, 

les équalions conserveront la forme canonique et il viendra 

Fo= Il Xi-h iB II ; 

les autres termes F|, F2, . . ., seront périodiques de période 27:, 
tant par rapport à «V que par rapport à )^2- 

Nos équations ont alors une forme analogue à celle que nous 
avons éludiée tant de fois et en particulier aux n"* 13, 42, 125, etc., 
le paramètre e jouant le rôle du paramètre [x. Nous pouvons donc 
nous proposer de leur appliquer le procédé du n® 44. 

Un obstacle se présente toutefois : le liessien de Fo par rapport 
à Xo cl k II est nul, et c'est juslement un des cas d*exceplion 
du n** 44. 

Cette circonstance m'obligera à supposer que F dépend d'un 
certain paramèlre X et nous développerons à la fois suivant les 
puissances de A et celles de e. Du reste nous avons vu au Cha- 
pitre XXVIII que dans TéUide des solutions périodiques du 
second genre, il convient toujours d'introduire un semblable 
paramètre, puisque ce qui caractérise les solutions du second 
genre, c'est de se réduire à une solution du premier genre 
pour Â = o, et d'en différer pour X^o. 

Seulement, pour plus de facilité dans l'exposition, au lieu d'un 
paramètre arbitraire j'en introduirai deux que j'appellerai X et a. 

Nous supposerons donc que les différents coefficients de F sont 
développables suivant les puissances de deux paramètres X et [x, 
et que pour [jL=rT:X = o, II et 2B se réduisent à — i et à — in^ 
n étant un nombre réel commensurable. 

Je supposerai que X et [jl peuvent se développer suivant les 
puissances croissantes de e, sous la forme 

où Xi, Xo, . . ., sont des constantes que je laisse provisoirement 
indéterminées, mais que je me réserve de déterminer dans la 
suite du calcul. 

H. P. — III. 20 
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Cela posé, suivons pas à pas le calcul du r\° 44. Nous poserons 

Xi = 5o -+-£?! -+-ê'Îï -4-..., 

,,, , yi =TiO-+-er,,-+-E«T,2-t-..., 

u = Wo 4- e«j-i- e*aj-t-. . ., 
ç = t;^ -I- et?j 4- e*t?j -h 

Ces formules sont analogues aux formules (2) du n° 44. 
Les Sa> les r,jt, les ï/a, les ^'^ sont donc des fonctions périodiques 
de t; So et £^0 sont des constantes, et Ton a 

t;o = t, Vo=: nt -T- in, 

nj étant une constante d'intégration que je me réserve de déter- 
miner plus complètement dans la suite. 

Substituons alors dans F, à la place de 7.^ de [x, de ^^27 J'ai " 
et ^', leurs développements suivant les puissances de e; alors F 
sera également développable suivant les puissances de e, et nous 

aurons 

F = *o-+- E*iH- s**j-{-. ... 

Je remarquerai d'abord que ^a est homogène de degré A* -+- 2, 
si l'on regarde ^p et iip comme de degré /? + 2, r^p et Vp comme 
de degré/), \p et ^Hp comme de degré/). 

C'est d'ailleurs un poljnome entier par rapport à 

?p, "^, -^ipy Vp, \p, [Ip (/>>0), 

et, par rapport à 

Ces deux dernières quantités sont regardées comme d'ordre 1. 
Enfin les coefficients de ce polynôme sont des fonctions pério- 
diques de Tjo dont la période est 27r. 

Nous trouverons d'autre part 

dll . f/B 



où llo et Bo sont les valeurs de -^ et -1- pour X == [x = 0. (Nous 

^ dH dB \ 

pouvons supposer que pour À = jjl = o on a -^ = -7r- = o). 

D'autre pari, 6^ dépend seulement de 



Ipf T^iP) "pi ^>» ^py l^p (/>^A— l). 
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Nos équations différentielles s'écrivent alors 



(5) 



f^ik d^k d^,k d^k du/c d^k (iviç d^i 






dt dr^o dt f/Jo dt dvo dt ~~ duo 

Pour k =0, elles se réduisent à 

dli, duo dr^o dv^ 

-,- = — r^ = o ; -i- = I ; -.— — in. 

dt dt ' dt ' dt 

Elles montrent que \q et Wq sont des constantes, et que 

T^O = ty t^o = int -4- C7, 

xs élant une constante à déterminer. 

Nous pouvons avec avantage adjoindre aux équations (4) et (5) 
d'autres équations d'une forme analogue et qui n'en sont que des 
transformations. 

Développons X\ et^« suivant les puissances de e et soient 

(\ bis) \ 

Les développements (4 bis) se déduisent d'ailleurs immédia- 
tement des deux derniers développements (4). 

Nous voyons alors que ^k est un polynôme entier, par rapport 
aux quantités 

(6) îp, r^p, JJ„ T^J,, \p, \Lp (en mettant à part T,o), 

et que ce polynôme est homogène de degré A^ 4- 2, si Ton regarde 

^p comme de degré /^-f-'j», 
îp> ''ij» comme de degré /?-+-!, 
r,p, \p, \Lp comme de degré p. 

Nous aurons alors les équations 

,^,.v d^'k d^k dr;^ d'^k 

( 5 OIS) — ,- = i— 7- f -, - = -— > 

^ ^ dt dr/^ dt tr^^ 

équivalentes aux deux dernières équations (5). 

TVT 1 d^k d^k d^ic d^k , , 

Nous observerons que -7 — * -,>.-> -ift^ -j-r sont des polynômes 

de même forme que ^a? par rapport aux quantités (6), et qu'avec 
les conventions faites plus haut au sujet des degrés, ils sont homo- 



3o^ 
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gènes, le premier d'ordre k -h 2, le second d'ordre k et les deux 
derniers d'ordre k -\-\, 
Nous avons d'ailleurs 

Remplaçons ÇJ,, TjJ, par ces valeurs, et en même temps t,o par /, 
dans les équations (5) et (5 bis) où Ton djit supposer que l'on a 
fait A' = I , et servons-nous-en pour déterminer ?,, */;,,«,, p,, 

Nous avons ainsi les six équations suivantes 



(7) 






r/r/, d^èx . dux „ r/wy d^y . , 

(u^nsidérons d'abord la secoiule de ces équalîons; le second 
membre esl un pol vnome entier homogène et du troisième degré 
par rapport à 

dont les coelTicients sont des fonclions périodiques de y\Q= /, de 
période 27:. Comme n est commensurable, notre second membre 
sera aussi une fouclion périoditjue de ( dont il dépend de deux 
manières, par r^o qui est égal à /, par ij^ et t,Jj qui sont des fonc- 
lions do /j/ -+- TO. 

La période sera multiple de 27:, c'est-à-dire égale à autant de 
lois 27: qu'il v a d'unités dans le dénominateur de /i. 

Noire second membre pourra donc se développer en série de 
Fourier sous la forme 

OÙ /> el q sont des entiers. Mais ij ne peut dépasser 3 en valeur 
absolue puisque notre second membre est un polvnome du troi- 
sième de;rré. 

Il résulte de là qu'en général la valeur moyenne du second 



i 
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membre esl nulle. En elTct, cette valeur moyenne s'obtiendra en 
conservant dans la série (8) les termes indépendants de /, c'est- 
à-dire tels que 

p -k- (jn — o. 

J'ai dit que \q\ ne pouvait surpasser 3; j'aurais pu ajouter que 
notre second membre étant un polynôme entier et homogène de 
degré 3 en Ço» ;[, ^l ^^o, si Ton considère Çq comme de degré 2, ne 
peut contenir i^ et r/^ qu'à un degré impair, c'est-à-dire que (/doit 
élrc impair et ne peut prendre que l'une des valeurs ±\ ou ih 3. 

On ne peut donc avoir 

p -f- qn = G 

que si le dénominateur de n est égal à i ou à 3. 

Nous exclurons la première hypothèse qui ferait de n un 
nombre entier, mais il nous reste deux cas à considérer : 

r* Le dénominateur de n n'est pas éi;al à 3. Dans ce cas, le 
second membre ayant sa valeur moyenne nulle, l'équation nous 
donnera immédiatement Çi par une simple quadrature; alors Çi 
est déterminé à une constante près que j'appelle y,, et cette con- 
stante reste indéterminée jusqu'à nouvel ordre; il est à remarquer 
qu'il en est de même de tït. 

2" Le dénominateur de n est égal à 3. Alors, pour que Téquallon 
soit Intégrable, il faut rendre la valeur du second membre nulle; 
nous disposerons pour cela de la constante rn. 

Soit [8,] la valeur moyenne de 8i; remarquons que l'on a 



L«'io I 



dm ' 



nous déterminerons donc rs par l'équalion 

(9) -j^-=°' 

et une quadrature nous donnera ensuite Ç|, à une constante 
près Yi . 

Prenons maintenant la première équation (j); nous pourrons 

raisonner sur elle de la même manière. Seulement comme -^ n'est 

plus un polynôme du troisième, mais du premier ordre, et que n 
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n'est pas un entier, nous serons cerlaîns que la valeur moyenne 
(le -jz^ est nulle. 

Il nous suffira donc de prendre X^ = o, pour que le second 
membre ait sa valeur moyenne nulle et pour que Tji soit déterminé 
à une conslanle près S|. 

Passons maintenant aux deux dernières équations (7); elles 
peuvent s'écrire 

dl ^"^'* '^~ 'J^ — ^Boî^ir.o. 

Les seconds membres sont des fonctions périodiques connues 
de t; pour que l'intégration soit possible, il suffit donc que le 
second membre de la première ne contienne pas de terme en e'"^, 
ni celui de la seconde de terme en e"'"^. 

La discussion de cette double condition se fera plus aisément 
en considérant les troisième et quatrième équations (7) qui sont 
équivalentes aux deux dernières et qui s'écrivent 

dui dSi chx dSi 

dt dvo dt duo 

11 faut que les valeurs moyennes des seconds membres soient 
nulles. 

En ce qui concerne la première de ces équations, la condition 
est remplie d'elle-même, et en eflTet 

rde\i ^die,] 

|_ dvQ I dm 

Cetle dernière expression est nulle à cause de l'équation (9) si 
le dénominateur de n est égal à 3, et dans le cas contraire parce 
que [61] est identiquement nul. 

La seconde condition s'écrit 

Si le dénominateur de n est égal à 3, elle nous donnera p.|. 
Si au contraire le dénominateur n'est pas égal à 3, elle 
donnera p^i =0 parce que [61] est identiquement nul. 
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Ainsi, nous voyons que Çi, r^i, ^\, r/, sont des fonctions pério- 
diques de t et de nj. Us seront donc développables en séries de 
Fourier de la forme 

Mais on peut ajouter quelque chose de plus; nous avons a 
traiter des équations de la forme suivante 

dt ' dt ^ 



nous en tirerons 



A 






TQ 



^i(p->rQn-\-n) ' * 



où Y et y sont des constantes d'intégration. 

Si donc X et Y sont des polynômes entiers et homogènes par 
rapport à 

il en sera de même de Ç et de vi, au moins si l'on suppose nulles 
les constantes y et y^. Si l'on ne suppose pas ces constantes nulles, 
S et Tj seront encore des polynômes entiers, mais non homogènes. 
Appliquons ces principes aux quantités que nous venons de 
calculer; nous voyons que 

d^i d&i dSi dSi 
dU' ^^<o' ^îi ' ^>îi 

étant des polynômes, qui, d'après les conventions que nous avons 
faites sur les degrés, sont respectivement de degrés 

1, 3, 2, 2, 

il en sera donc de même de 

^i> îi» ^ii» îi- 

Quand on aura substitué dans 62 à la place de ces quantités 
leurs valeurs qui sont respectivement des degrés i, 3, 2, 2, on 
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voit que S^ deviendra un poljnome du 4** degré et que 

r/Bi dSi dSi dSt 

d'^o^ dr^Q^ c/çi' dr/^ 

seront respectivement des polynômes de degrés 

2, 4) -J» *^' 

Nous pouvons généraliser ce résultat. 

Les équations (5) et (5 bis) nous permettent de calculer de 
proche en proche les inconnues Ç^, t,a, 5)^, r,)^; on ne serait arrêté 
que si la valeur moyenne du second membre de l'une des équa- 
tions (5) était différente de zéro. 

Supposons quecetle circonstance ne se présente pas; je dis que 

;/' T.^» Îa, ^/a 
seront des polynômes de degrés 

A -T- 2, X, X- -4- 1, A* -+- 1 
par rapport à 

les coeflîcienls de ces polynômes étant eux-mêmes des fonctions 
périoili(jues de / de période i>t:. 

Supposons, en effet, que cela soit vrai pour toutes les valeurs 
de Findice inférieures à A\ 

Nous savons que 8a est un polynôme entier de degré A' -h 2, 
par rapport à 

en supposant ces quantités respectivement de degré ^-t-a, g, 
// -h I , // -r- I . Si donc nous substituons à la place des quan- 
tités ^ii"! des polynômes dont le degré par rapport aux quan- 
tités ^lo^ soit précisément q -^ 9. q. <jr 4- i . 7 -r i , il est évident 
que le résultat de la substitution sera un polynôme de degré Xr 4- a 
par rapport aux quantités ^lo^. 

Donc O.t est un polynôme de degré A* 4- 2 par rapport aux 
quantités ^lo^ et pour la même raison 

d^l dièi d^k c/8i. 



•rr f 



t/;o ' </r.^ «/;i dr/^ 



i« 
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seront des polynômes de degrés 

ky A: H- 2, /i-f-i, A -h I 

par rapport à ces mêmes quanlilés. 

Il en est donc de même des seconds membres des première, 
deuxième, cinquième et sixième équations (^); et, par consé- 
quent, en répétant le raisonnement qui précède, nous verrions 
aisément qu'il en est encore de même de 

"r.Ay ;/.i r/,,, î'^.. C. Q. F. D. 

L'intégration des équations (7) a introduit quatre nouvelles 
constantes d'intégration. En eflfel, elles nous font connaître Çi, 
T»|, Ç', , r/, à des termes près 

contenant les quatre constantes arbitraires 

Yi^ <^i> Ti^ "^1- 
Nous ne conserverons qu'une de ces constantes et nous poserons 

Yi = 5i = o, Oj — - - Yi- 

Cela posé, cherchons à déterminer 

Çî» 'lî* Çj» '12' 

à l'aide des équations (5) et (5 bis) et en y faisant k =-. o.. 

11 faut d'abord que le second membre de la première équa- 
tion (5) ait sa valeur moyenne nulle; cette valeur moyenne est 
égale à 

en employant toujours les crochets pour représenter la valeur 
moyenne d'une fonction. On devra donc avoir 

Supposons 62 développé en série de Fourier sous la forme 
Comme 82 est un polynôme du quatrième degré, q ne pourra 



3oC CHAPITRE XXX. 

d(*passer 4 en valeur absolue et, par conséquent, si le dénomi- 
nateur de n est plus grand que 4, [^2] sera identiquement nul et 
la condition (9 bis) sera remplie d'elle-même*, la constante m 
demeurera indéterminée. 

Si le dénominateur de n est égal à 2 ou à 4) la condition (9 bis) 
déterminera nr. 

Si le dénominateur de n est égal à 3, la constante tîj a déjà été 
déterminée par la condition (9) et la condition (9 bis) nous 
servira à déterminer la constante y'^. 

Calculons dans 62 les termes qui dépendent de cette con- 
stante y',. 

ISous trouverons évidemment 

c'est-à-dire 



La valeur moyenne en sera 

Y'. rf[e.l 



La condition (9 bis) peut donc s'écrire < si l'on observe que 



IV^MO ^'"' 



-hH=o, 



H dépendant de ro, mais pas de v'^. 

Si le dénominateur de n n*est pas égal à 3, [61] est nul et la 
condition (9 bis) est indépendante de y',. Si donc ce dénominateur 
ost égal à :;i ou à 4) Téqualion (9 bis) dépendra de rs et non de v'^ 
et déterminera rn. 

Si le dénominateur est égal à 3, la condition (9 bis) dépend 
do y', cl déterminera y', (elle donnerait d'ailleurs y', = o). 

Va\ tout cas, ayant ainsi déterminé Çj, cherchons à calculer r^j 
à Taido de la seconde équation (5). Nous disposerons de Aj de 
fa<,H>n que le second membre ait sa valeur moyenne nulle. 
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Remarquons que ).2 ne sera pas nul en général el, en effet, 

ne sera pas nui en général. Car 8^, élanl un polynôme de degré 4^ 
contiendra un terme en Çj;, indépendant des Ç]^ et des r^)^. Le coef- 
ficient de ce terme sera une fonction périodique de t de période itz 
et la valeur moyenne n'en sera pas nulle en général. 

Passons aux équations (5 bis) ou, ce qui revient au même, aux 
deux dernières équations (5). Les seconds membres de ces deux 
dernières équations devront avoir leurs valeurs moyennes nulles. 

On devra donc avoir 



du 






ce qui détermine [jlj. Or 



est un polynôme du quatrième ordre. F^ contient donc des 
termes en x'\y\ el, par conséquent, u^ -r^ contient un terme en 

Le coefficient de ce terme est une fonction périodique de t dont 
la valeur moyenne n'est pas nulle en général. Donc, en général, 

->— et, par conséquent, ulj ne sont pas nuls. C*est le même rai- 
sonnement que pour Xo. 
On doit avoir ensuite 



(12) 



[m- 



Mais je dis que cette condition est remplie d'elle-même. 

Nous avons, en effet, l'intégrale des forces vives, F = consl., 
d'où nous déduisons la série d'équations 

<ï>o = const., <l>i — consl., *I>2=const., .... 

Considérons la troisième de ces équations 

*2 = e^— ;,— iniii-^liW^^Q-^- 2Bo[JL2i/o= const. 
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Celte équation peut remplacer la quatrième équation (5) et, quand 
on aura déterminé Xo, jjloi ?2 ^ia et 1*2 à l'aide des trois premières 
équations (5), elle déterminera U2 sans aucune intégration. On 
peut donc être assuré que la détermination de U2 est possible et, 
par conséquent, que la condition (12) est rem|)lie. 

Nous aurons ainsi déterminé Çj, r^^, 5'^? fi* ^ ^^^ termes près 

« 

dépendant de quatre constantes arbitraires. Nous ne conserverons 
qu'une seule de ces constantes et nous ferons 

Y;= û2 = o, 0;^ — y;. 

303. Le calcul se poursuivrait de la même façon. L'intégrabilité 
des équations (5) exige les conditions 

Los deux dernières de ces conditions détermineront \k et jxj^; la 
seconde sera une conséquence de la première, d'après ce que nous 
avons vu à propos de la condition (12). H nous reste donc à étu- 
dier la première. 

L'expression , * est un polynôme d'ordre A* + 2 : si on le déve- 

loppe en série de Fourior 

rentier q ne peut dépassera* -r- 2 en valeur absolue. Si donc k -^ % 
est plus petit que le dénominateur de /î, on ne pourra avoir 

p — qn — o 
et la \aIour movenne de notre expression sera nulle. La conditioD 

m- 

sera donc remplie d'elle-mome. 

Nous axons introduit les constantes arbitraires suivantes : 



vu"^ rî, -j. ... 
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et 6a peut dépendre de 



^' Tn ïi» •••» Ta-i 



Voyons de quelle manière. Supposons que Ton considère le déve- 
loppement 

(i5) F = «ï>o^- £*,_+. ci«K _!_... 

■ 

et que dans ce développement on remplace les Ç, les r,, les Ç' et 
les Y^' par leurs valeurs; les divers termes du développement dé- 
pendront alors des constantes (i4)- Dans ce développement (i3), 
annulons toutes les constantes y' en conservant seulement m; 
nous obtiendrons ainsi un nouveau développement 

(i6) <!>; -+-£<!»; H- £«<!»; -H... . 

Dans le développement (i(3), remplaçons maintenant la con- 
stante TÎ5 par le développement 



-2 



ny -f- âTiji H— î^Trr* -f- . . . , 

OÙ Tïj|, njo sont de nouvelles constantes. Chacun des termes du 
développement (i6) peut à son tour se développer suivant les 
puissances de s; ordonnant de nouveau suivant les puissances 
de £, nous obtenons un développement nouveau 

(17) «p; -h £<!»';-+- £2. !>;; _!-.... 

Ce développement doit être identique au développement (i5) à la 
condition de remplacer les constantes m/f par des fonctions conve- 
nablement choisies des constantes y'^. 

Il est aisé de voir que ^^l dépend seulement de 

et que ^m dépend seulement de 

TîT, Yi , . . . , Ya— I • 
Nous en conclurons que ns/f dépend seulement de 

T I ' Y2 ' • • • » Ta- 
et Y/t de 
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Il est aisé de voir que 

où A est un coefficient numérique et où D4>^ est une dérivée 
de ^'^ par rapport à xs\ l'ordre de cette dérivée est égal à 

«l-T- «1-+-. . .-r- a^ 

et Ton a d'ailleurs 

k = /n -H ai -h '2 aj -+- . . . -h A* a^. 

Comme m est au moins égal à i, puisque ^o ^^ dépend pas de rs^ 
on voit d'abord que a;^ est nul, ce que d'ailleurs nous savions déjà. 
Considérons un terme quelconque où a^, a^.,, . . . , a^^^i soient 
nuls, mais où a/^ ne soit pas nul; on devra avoir 

mtk~h. 

Si le dénominateur de n est plus grand que k — li -\- 2, la valeur 
moyenne de D^/„ sera nulle; ce qui veut dire que ceux des termes 
de ^\ qui dépendent de tua ont leur valeur moyenne nulle. 

Nous pouvons déduire de là un résultat important en ce qui 
concerne lu valeur moyenne de ^\ et par conséquent celle de 0^^. 

Si le dénominateur de n est égal à A* -h 2, [8a] dépendra seule- 
ment de TU. 

Si le dénominateur de n est égal à /»• 4- 1 , [Ba] dépendra de tîj 
el TïT|. 

Si le dénominateur de n est égal à A, [Ba] dépendra de tu, tui, 
et Tu-j. 

Si le dénominateur de n est égal à A' — 1, [8a] dépendra de tu, 

TU| , TU^ et TUj, .... 

Ce que je viens de dire de [Ba] s'applique d'ailleurs à -j— • 

Donc, si le dénominateur de n est égal à A* + 2, la relation (i3), 
où n'entrera que tu, déterminera tu. 

Si le dénominateur est égal à A* -f- i, la relation (i3) contiendra tu 
et TU, : mais tu aura été préalablement déterminé par la relation 



["^tt]- 



Lii relation {^\i\ déterminera donc tu, el par conséquent v'^. 

Si le dénominateur est égal à A, la relation ^i3) contiendra tu, 
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Wi et m.2] mais w et tui auront été préalablement déterminés par 
des relations de même forme que (i3). Donc (i3) déterminera ns^ 
et par conséquent y^. Et ainsi de suite. 

Discussion. 

364. Dans la solution à la(|uelle nous sommes parvenus figurent 
encore les constantes arbitraires suivantes 

Quant aux paramètres X et jjl, ils nous sont donnés par leurs 
développements suivant les puissances croissantes de £, dévelop- 
pements dont nous avons calculé successivement les coefficients. 
Ces coefficients )xa et jjla dépendent des deux constantes 5o et Uq] 
ces coefficients ont été calculés à f aide des équations 

^ki -iT- et Uo -i — sont des polynômes entiers en 

Soit 
OÙ P est un poljnome entier par rapport à 

\io) ;i, Çf, ..., Çi, ^j> ..., Tji, T^^J ... 

dont les coefficients sont des fonctions périodiques de r,©. 
11 vient alors 

iiemplaçons ensuite les quantités (i8) par leurs développements 
et soit 

B étant une fonction périodique de / de période ?.?:; d'où 

lo -T^- = -/*3"» "O -,— = - K- 
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On obtiendra 






en conservant dans ces développements les termes indépendants 
de /. Or, les divers termes de R contiennent en facteurs les expo- 
nentielles 

Pour que ce terme soit indépendant de f, il faut que 

ce qui montre que b^-\- li^ — 6j — h^ doit être divisible par le 
dénominateur de n. Donc 

/>! -î- hi T- bi -T- /ti > ^1 -h //i — bi — /ij > dénominateur de n^i, 

ce (|ui signifie que R est divisible par Wo, puisque Uq y figure avec 
l'exposant - {b\ \- h\-t- b.-r If-i)- 

Il n'y aurait d'exception que si Ton avait 

mais on aurait alors ou bien 

bi — //|-f- 65 -r- /li5 1, 

do lollo façon que R serait encore divisible par «oî ou bien 

bi= /ti = bi = /12 = o, 
d'où 

= o ; 

Oc momo R sera toujours divisible par io à moins que h^ = o, 

auquel cas, le terme ne figurerait pas dans io -n^ • 
Doue, ou résumé, 

cl, par conséquent, Xjk et u* sont des polvnoraes entiers en i, et \^. 



Donc î. eL 1* sonl des séries développées suivant les puissances de 

., !., A".i 

mais ces trois constantes n'y entrent pas d'une façon quelconque. 
Rappelons-nous par quel artifice nous avons introduit la con- 
stante ausîlîaîre e qui n'a servi qu'à simplifier l'exposition; et 
pour cela, reprenons pour tin inslant les notations du n" 27-4 et 



de la page ^3 ; 



Donc nos équalro 
cliangc 



s posé 

y,^zy,, Tt=E>Ti, yi^y',. 
■■ ne cessent pas d'être satisfaites quam 



eA~', x\ k, y\ k, j"', A' 

et que les paramètres / et a conservent leurs valeurs primitives. 
Nous avons ensuite supprimé les accents devenus inutiles et 
nous avons développé x\, y\, x'„, y'^, que nous désignions désor- 
mais par les lettres x,, y^, x^, y^, suivant les puissances de e, . 
Nous avons ainsi trouvé les développements 

1 £. +^. ^^'E. +■■-. 

[ iii-t-fri'iT-e'iii-t-..., 
Nous ne cesserons pas de satisfaire aux équations si nous 
changeons e en t, et que nous multipliions les quatre développe- 
ments (ig) respeclivemcnl par 

k\ i, k, k, 
ou, ce qui revient au même, si nous changeons 



On doit, par ce changement, retomber sur des développements 
identiques aux développements (ig\ mais avec des valeurs dilTé- 
H. P. -m. ai 
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rentes des constanlcs ^o ^^ ^o* Mais on voit que par ce change- 
ment Ço et Uo se sont changés en /r^ç^ ^ /c^Uq, 
Donc 

spi ''^ipj Çp» "^ip 

se changent en 

quand Ç© cl "o se changent en k^^o et k^UQ, 

En d'autres termes, si l'on multiplie respectivement les quatre 
développements (19) par e^, i, e, e, les quatre produits ainsi 
obtenus seront développables suivant les puissances de 

et il en devra être de même de \ et de jjl, qui n'ont pas. dû 

changer quand e, Ço? "o se changeaient en r> A^^Ço? k^u^. 

Supposons donc A et jjl exprimés en fonctions de e^Ç© et e y/woî 
il est clair que nous aurons ainsi des relations d'où nous pourrons 

inversement tirer e^Ço et ey/wo en fonctions de \ et jjl. 

365. Soit A 4- a le dénominateur de n; la constante m sera 
alors déterminée par l'équation 

m- 

il n'y a d'exception que dans le cas de A -i- 2 = 2, où tïj est déter- 
minée par 

L'expression -,— est un polynôme entier de degré A" -i- 2 par 
rapport à 

(«hucun de ces termes contient donc des facteurs de la forme 
Dans lu valeur moyenne 1 ^1-^ 1 il ne restera que les termes indé- 
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pendants de <, et nous avons vu que q doit être divisible par le 
dénominateur de /i, c'est-à-dire par k -h 2. 

Donc notre expression est de la forme suivante 

Je vais montrer maintenant que le coefficient h est nul. 
Pour cela, j'emploierai l'artifice suivant : calculons 

ço> çii • • •« ;a— I? 

^iO> "'jl "^kk—X ' 

so » Si • • • . » ÇA-1 > 



'<0> 'il» • • • » 'lA'-l > 



par le procédé exposé plus haut; mais, dans le calcul de ^a? s^u 

lieu d'attribuer à m une valeur qui annule -~ > je conserverai 
à xs une valeur arbitraire. Alors l'équation 



d%k de, 



dt dri 



iO 



me permettra tout de même de calculer \k\ seulement Ça? au lieu 
d'être une fonction périodique de f, sera une fonction périodique 
de t plus un terme non périodique 

Or, nous avons un autre mojen de calculer 

ÇO» îli • • • • ÇX» 

r,o, T^i, ... ^ih — X' 



et, par conséquent, ce terme t -7-^ ; c'est de refaire le calcul du 

n« 274. 

Nous déterminerons S©, S,, . . ., à l'aide des équations (2) de 
la page 97. 

Le calcul de So, S,, . . ., Sa_i se fera sans aucune difficulté: 
mais nous serons arrêtés au moment du calcul de Sa par l'équation 

d'èk yy dSf 
dyt dv 
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Le second membre est, en effet, un ensemble de termes de la 
forme 

mi et m2 étant entiers; et Tintégration se fait sans obstacle, 
pourvu que Ton n^ait pas 

tmi-4- iniiB =o. 

Or, comme 2B est égal à m, n étant un nombre commensurable 
dont le dénominateur est égal k k-h 2, le second membre de 
notre équation contiendra des termes satisfaisant à cette condi- 
tion. Il en résulte que S^ ne sera pas une fonction périodique 
dey2 et i^, mais pourra être égalé à 

Ta et Ua étant périodiques. 

Ayant ainsi déterminé la fonction S et poussé Tapproximatioii 
aux quantités près de l'ordre de e*^', on peut employer le procédé 
du n** 275 et déterminer ainsi x^, Vi, 0:2, ^2- 

Ces deux modes de calcul doivent conduire au même résultat. 

Soit donc 

2 = So-^eSi-i-...-T-e* Sa- 

Construisons les équations (C/. p. 99) 

__dC dC 

doLo d^o 

et tirons-en X2 en fonction de / ; la valeur de X2 ainsi trouvée 
devra être égale à 

aux quantités près de Tordre de s*"*"'. 

Ce qui nous intéresse, c'est le calcul de Ça et, en particulier^ 
celui du terme séculaire 

'm- 

Ce terme séculaire ne peut provenir que du terme séculaire de Sa, 
qui est égal ày2UA. 
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Nous avons donc, à des quantités près de l'ordre de e*+' (en 
égalant les termes séculaires dans l'équation x^ = -,— ) 

En première approximation, c'est-à-dire aux quantités près de 
Tordre de e, on a (Cf, p. 99) 

xj = ao = ïo, a = po = Wo, ^i ^ -+- ^1 = J'a = r^o = '» 
fH = i; ni = in; n^t -T-m% = v = Vo= i{nt -{-w). 

Nous commettrons donc une erreur de Tordre de e*+*, si, dans le 
second membre de (20), nous remplaçons 

«0, Po, 7î, ^ 

par 

5o, Mo, ', i(nt-\-w). 

Nous obtiendrons donc -j-^ en faisant cette même substitu- 
lion dans -j-^* Mais Ua ne contient que des termes en 

où 

iV/ii-f- 2mjB = o. 

On a donc 

d}t dv 

Or, Ua est une fonction périodique de y^ et w\ donc ——^ ne 

contient pas de terme indépendant de v. Donc -j-^ ne contient 

pas de terme indépendant de w. c. q. f. d. 

Pour faciliter l'intelligence du calcul qui précède, je ferai 

encore une remarque. Les moyens mouvements n^ et /i2 sont 

donnés par 

dC dC 

""'^-d^o' ""'"^'dfo' 

En général, ils dépendent de £, et ils ne se réduisent à i et in 
que pour e = o. 

Mais ici nous disposons de deux paramètres X et \i qui peuvent 
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iitrc remplacés par des fonctions arbitraires de e; ou, si l'on pré- 
IVtc, nous disposons d'une infinité de constantes )w|, X2> • • •? JJ^-i» 
Uj, .... Nous pouvons alors disposer de ces constantes de telle 
façon que fit et /ij restent égaux à i et à m, quel que soit e. 

360. Nous avons donc pour déterminer m une équation de la 
forme 

où a et c sont imaginaires conjugués. En général, a et c ne sont 
pas nuls, sans quoi rn ne pourrait être déterminé qu'à l'approxi- 
mation suivante. 

L'équation nous donnera donc pour ta une série de valeurs 

réelles 

ar 3it 



Woj CTo H- -/ » TïJq -t- -j » T3q -\- 



k -H 2 A" -H !A a: -+- '2 

Il est clair que l'on n'a pas deux valeurs réellement distinctes 
quand on change tïj en tïj -h 27:; mais il y a plus; je dis que les 
deux valeurs 

27: 

n. ~x~ 2 

ne correspondent pas à deux solutions périodiques réellement 
distinctes. 

Kn eflVl, comme t n'entre pas explicilement dans nos équa- 
tions, en changeant / en / -h /*, on transforme une solution pério- 
dique quelconque en une autre qui n'est pas essentiellement 
distincte. 

Changeons donc t en t -^ -2 /nz^ h étant entier. 

Alors T,o se change en r,© -^ 2/17: et r© = i{nt 4- ts) en 

i(nt - - 2/1 A ~ — Tff ». 

Coiumo toutes nos fonctions sont périodiques, de période 277, 
on 7,0 et iV0« nous ne changerons rien à notre solution en 

iHMranchant respocti\emenl de t,^ et -? deux multiples de 27:; par 

exemple à/èTz et 2 An. Alors t.^^ sera redevenu t.^ et r© se sera 
chaugii en 
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En d'autres lormes, nous aurons cliangc fa en 



n 



Mais nous pouvons toujours choisir les entiers /* et h' de telle 



On ne trouve donc pas une solution réellement nouvelle en 
changeant ra en ra -h j c:. ■,>. k. d. 

Nous n'avons dune que deux solutions réellement distinctes, 
correspondanl aux deux valeurs suivantes de m 



Il nous reste à déterminer les constantes z^^t ^l ^''u»\ pour 
cela nous noua servirons des équations qui lient ces deux con- 
stantes à X et à ji. Dans les questions que l'on a habilucllenieul 
à traiter, on n'a qu'un seul paramètre arbitraire et nous n'en 
avons introduit deu\ que pour la commodité de l'exposition, il 



conviendra donc de supposer 
exemple 7, --^ y.. 

Le développement de 



^ et 



L liés 



t celii 



une ] 



L les 



ilalio 



puis 



de ï^Êo et ï^'ho commence en général par des termes en e-^o et 
en E'ut (si l'on met à part le cas où le dénominateur de n est 
égal à 3 I. _ 

Si donc on suppose f* =; )., on tirera de là e^io et g^ h„ déve- 
loppés suivant les puissances de \f}r, et, de deux choses l'une, ou 
bien les coefficients du développement suivant les puissances 
de y/X seront réels, ou bien au contraire ce seront les coefficients 
du développement suivant les puissances de ^ — X qui seront 
réels. 

Dans le premier cas, le problème comportera deux solutions 
réelles pour À >■ o et n'en comportera aucune pour X <; o ; dans 
le second cas, ce sera le contraire. 
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Pour savoir lequel de ces deux cas se réalise, examinons l'équa- 
tion qui lie jjl à Wq en nous bornant aux termes en e^; il viendra 

J'observe d'abord que -j-^ et -~ sont indépendants non 
seulement de t, mais de w; il n'y a d'exception que pour 

A- H- a = 2, 3 ou 4. 
Car, pour k -\- 2 >- 4? les termes de la forme 

(>iipt *-qnt vytj) 

qui peuvent entrer dans le second membre de l'une des équa- 
tions (21) ne peuvent être indépendants de t que si 

puisque |^| ne peut dépasser 4 et que qn doit être entier. 

Ainsi les seconds membres des équations (21) sont des fonc- 
tions linéaires et homogènes de Ço et w©; et les coefficients de 
ces fonctions linéaires sont des constantes absolues indépen- 
dantes de w. 

Mais Uo doit être positif; sans quoi \ Uo serait imaginaire. Les 
équations (21) jointes à l'inégalité Uq^o détermineront le signe 
de 'k. 

Je remarque seulement que ce signe ne dépend pas de m 
puisque les équations (21) n'en dépendent pas. Or, nous avons 
vu que l'équation qui détermine m comporte deux solutions 
réellement distinctes 



t: 



A-T-a 



.\ chacune d'elles correspond une solution périodique qui sera 
réelle si le signe de \ est convenablement choisi, conformément 
à ce qui précède. Le choix de ce signe ne dépendant pas de nr, 
ces deux solutions seront toutes deux réelles pour X >o et toutes 
deux imapuaires pourX<^o, ou bien ce sera le contraire. 

il semble d'abord qu'à chaque solution de Téquation en m cor- 



lespondeni deux solulJoas périodiques, puisque l'on tire des rela- 
tions entre )i, u, e'^,, el t \/ii^ deui systèmes de valeurs pour les 
inconnues t^Ço et £ \/Ut. Il n'en est rien cependant. Nous pouvons 
en effet sans restreindre la gdn^rolilé supposer y/'u^ positif^ car 
nous ne changeons rien à nos formules en changeant ^Up en — \/"n 
el ni en TD -h t. 

Or, de nos deux systèmes de valeurs il n'y en a qu'un pour 
lequel \/u„ soil positif. 

Donc : 

Deux solutions périodiques réelles du deuxième genre pour A>o 
(ou pour ).-<o). 

Aucune solution du deuxième geure pour a -< o (ou pour a ;>o). 

Reprenons les nolations du Chapiire XXVHI et, en particulier, 
du n- 331. 

Ui se réduit à p^ et correspond au terme en x,y, qui figure 
dans Sa- 

Uo se réduit à un facteur constant multiplié par a', correspon- 
dant aux termes provenant de -j-- 1 et '-jj.- ■ 

Le premier terme de W qui ne se réduit pas à une puissance 
de Ui est de la forme 

et provient de 6f^~. 

La fonction dont nous avons à étudier les maxima et minima et 
qui doit jouer le raie de la fonction 

étudiée à la page 5.4G, cette fonction, dis-je, sera de la forme 

P étant un polynôme entier en p- à coefficients constants. 

Nous avons laissé de cûlé les cas particuliers où le dénomi- 
nateur de n est égal à i, 3 on ^. 
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Discussion des cas particuliers. 

367. Supposons que ce dénominateur soit égal à i. 

Alors [62]» -JT ' j/ ~ ^^ seront plus indépendants de xs, 

ils contiendront des termes en e-*''^. 

L'équation en m donnera toujours deux solutions distinctes 

BT = TïTo, TïT = TïTo H j 

4 

qui nous donneront deux solutions périodiques; seulement le 
signe de ). pouvant dépendre de w, il pourra se faire que l'on ait : 

Deux solutions réelles du deuxième genre pour X ;:> o ; zéro solu- 
tion pour )w << o; 

Une solution réelle du deuxième genre pour )v >- o ; une solution 
pour )w <;o; 

Zéro solution réelle du deuxième genre pour ). >> o; deux solu- 
tions pour A <C o. 

La fonction Uo -f- -3U1 de la page 246 devient 

p*(A cos4«p -r- B ) — zp*. 

Supposons maintenant que le dénominateur de n soit égal à 3. 

Alors le développement de jjl suivant les puissances de e com- 
mence par un terme en e y/wo î de sorte que si l'on suppose jjl = X, 
on tirera e^Ço ^^ s V "o en séries développées suivant les puissances 
de \ et non plus de y/X. 

Le signe de y^Wo dépendra de ts et s'il est positif pour m = x3o 

il sera négatif pour nj = njo -|- ô* 

Si donc nous convenons toujours de supposer y/Wo essentielle- 
ment positif, nous verrons facilement que nous avons : 

Une solution du deuxième genre réelle pour ); > o et une solu- 
tion (lu deuxième genre réelle pour 'k<Co. 

La fonction Uo -\- 2U1 de la page 246 devient 

Ap'cos3<p — zp^. 
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Si enfin le dénominateur de n est égal à 2, [B2], -ir- » ^— 

contiennent des termes en e-*"^, e-^'^. 
L'équation en cj prend la forme 

A C0S(4t!T -i- B)-+- A'cOS(2t!J -f- B') = 

et elle admet huit solutions 

TT S'il 

njoj Wo -T — > HTo -+- TT, njo H » 

X '1 



«k 



37r 



T3l, njj -^ - > tîJ| -\- X, ISJi -t 



•2 2 



Des deux, quantités cjo et gJ| une au moins est réelle. 

Les hypothèses suivantes restent possibles : ({, o), (3. 1), (2, 2), 
(i, 3), (o, 4), (2, o), (1, 1), (o, •>.). 

Le premier nombre entre parenthèses représente le nombre des 
solutions périodiques pour X >> o et le second est ce même nombre 
pour X < o. 

La fonction de la page iffi devient 

Ap^cos {cp -^ Bp*co8 2<p -H Gp^sinacp -4- Dp^ — ^p*. 



Application aux équations du n*" 13. 

368. Revenons aux équations canoniques de la Dynamique : 

dxi d? dyt d¥ 



(I) 



dt dyi dt dxi 



Je suppose comme au n° 13, au n** 42, au n** 125, etc. que F 
est une fonction périodique des y^ développable suivant les 
puissances d'un paramètre [Ji, sous la forme 

F = Fo-h[iF,-f-... 

et que F© dépend seulement des x. 

Nous avons vu alors au n^ 42 que ces équations admettent une 
infinité de solutions périodiques du premier genre 

(2) a:/ = cp,(0, 7/ ^4^/(0 
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les fonctions (fi et ^i étant développables suivant les puissances 
croissantes de [jl. 

Considérons Tune de ces solutions (2). 

Soit T la période et a l'un des exposants caractéristiques; il y 
en aura deux, différents de zéro, égaux et de signes contraires où 
nous supposons deux degrés de liberté. 

On a vu au Chapitre IV que a dépend de [x et est développable 

suivant les puissances de y/a. Quand [x variera d'une manière 
continue, il en sera de même de a; supposons que, pour [x= |Xo, 
aT soit commensurable avec 211: et égal à 2/1 tic. 

Nous pourrons en conclure que, pour [x voisin de [x©, il existe 
des solutions du second genre, dérivées de (2) et dont la période 
est {k -4- 2)T, À' -r 2 désignant le dénominateur de n. 

Si nous laissons de côté les cas où A* -f- 2 est égal à 2, 3 
ou 4? nous avons vu que deux de ces solutions existent quand 
X (ici [X — txo) a un certain signe, et qu'il n'en existe pas 
quand X (ici jx — [Xo) a le signe opposé. 

J'ai dit que i'ai laissé de côté les cas où Ar-|- 2 = 2, 3, 4 ; je 
puis le faire sans inconvénient. En effet 



aT 

— T- = n 



est développable suivant les puissances de ^jx et s'annule 

avec \ tx. Pour les petites valeurs de [x, n est donc très petit 
et son dénominateur est certainement plus grand que 4- 

Nous nous trouvons donc en présence de deux hypothèses : 

Ou bien les solutions du second genre existent seulement 
pour IX r^ jxo, ou bien elles existent seulement pour jx<^ [Xo- 

Quelle est celle de ces deux hypothèses qui est réalisée? 

Tout dépend du signe d'une certaine quantité Q dépendant 
elle-même des coefficients de 1/0 et io dans 






Pour déterminer ce signe, nous n*aurons pas besoin de former 
effectivement cette quantité et les considérations suivantes suf- 
finmt. 
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369. Prenons d'abord un cas simple qui sera celui du n° 199: 

soit 

F — Xf -\- x\ -\- [JL CCS ji 

avec les équations canoniques 





dxi dF 


dy, d¥ 




ce qui donne 


dt "" dyi ' 


dt dxi 




dxf 
^'> dt -^' 


dt ~ '' 


dxx 

dt ^'^"•^'' 


dyy 
dt 



= —2071, 



La fonction S de Jacobi s'écrit 



S = x^yi -¥- j v^G — tx cos^, dys 



\ 


xt=^x\, 


yt--t-nyl, 


\ ar,= v/G- 


-[ICOS^l, 


J 2 /G — (X cos^, 



avec deux constantes x\ et C; et Ton en tire 



W 



A et y\ étant deux nouvelles constantes d'intégration. 
, On voit s'introduire l'intégrale elliptique 



fJL COS^i 

cette intégrale possède une période réelle, qui est l'intégrale prise 
entre o et 2-, si [G] >> | ul| et deux fois l'intégrale prise entre 

± arc cos I — 

si|C|<î[x|. 

Appelons w cette période réelle. 

A toute valeur de w commensurable avec air correspond une 
solution périodique; mais deux cas sont à distinguer. 

Si jC| > |tjL|, ^1 et ^2 pendant une période augmentent d'un 
multiple de 2?:. Les solutions périodiques correspondantes sont 
des solutions du premier genre. 

Si |C| < |[x|, ^2 pendant une période augmente d'un multiple 



I 
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(U: 'AT, Ci y\ rcvienl à sa valeur primitive. Les solutions corres- 
pondantes sont des solutions du second genre. 

A cette énum^ration il faut adjoindre deux solutions pério- 
diques remarquables qui doivent être considérées comme du pre- 
mier genre. Soit [x ^> o, ces solutions seront 

\ xt^ x\, yi^—t-^y\, G:^— [1, a-, = 0, 71 = 7:. 

J^ai dit que ces dernières solutions devaient être considérées 
comme du premier genre et que les solutions correspondant 
à |(j| • \^ |ul| doivent être regardées comme du second genre. 

Kn edet, donnons à C une valeur très peu supérieure à — p., 
soit 

£ éinnt très petit; y^ ne pourra beaucoup s'écarter de «5 nous 
aurons approximativement 



G — (X cos^, = [1 [^e J 



et la période tu sera sensiblement égale à 






/^[i 



d'où cette conclusion : soit a un nombre quelconque commensu- 
nible avec ur, il existe une série de solutions périodiques telles 



T 



(lue |C| --^ •-'^1 et que 10 = a; si y jx est très voisin de ——-y C sera 
très voisin de — jjl et pour 

ces solutions périodiques se confondront avec la seconde solu- 
tion \^,\^ qui est du premier genre. Nous reconnaissons là la pro- 
priété carucléristique des solutions du second genre. 

(^u voit quo la seconde solution (4}« c'est-à-dire celle des deux 
solutions ^ i > qui est stable, engendre des solutions du second 
^eniv do la fui^on qui a été expliquée au Chapitre XXVIII. 

Si les autrt*s solutions du premier genre, celles qui sont telles 



que |C|>-|iJ-| n'engendrent pas de solutions du second genre, 
cela lient à la forme tri^s partie uli ère des équations (i). (Pour ces 
solutions, tes exposants caractéristiques sont toujours nuls.) 

Considérons d'abord les solutions du premier genre, telles 
queiCl>[|i|. 

Posons C:-Ci)-i-Ê; ta période m, c'esl-à-dire l'inti-grale (3) 
prise entre o et ait sera développalile suivant les puissances de e 
et de jA, et le terme tout connu se réduira à 



Donnons à ^C» une valeur commensurable quelconque; nous 
aurons uue solution périodique toutes les fois que nous aurons 



/5 

L'équation est satisfaite pour e= ^=;o, et de cette équation 
on pourra tirer e et par conséquent C, en série procédant suivant 
les puissances de |jt. Les équations (2) nous donneront alors a:^ 
cl y, développés suivant les puissances de [A. Ce sont les déve- 
loppements du Chapitre 111. 

Passons aux solutions du second genre telles {[ue |C|<'[i|. 
Posons C= E[*; nous aurons 



On volt que <i>y/|j. e 



ulemenl fonction de e; d'autre part, 



ce qui nous montre que sin^i, cosy, et -7^ sont fonctions 
de {\ — t)\/\i. et de e, doublement périodiques par rapport 
à (A^ ') v','*- ''"^ ^^°^ donc aussi des fonctions de (A — Ovf- ^' 
de w^pi) puisque e est fonction de uv^; si donc nous donnons 
à b) une valeur constante, commensurable avec 3TC, nous obtien- 



VzH CHAPITftE XXX. 

dronn une série de solutions périodiques; pour ces solutions 

cos^i, sînj, et ^ 

peuvent fte développer en séries de Fourier suivant les sinus et les 
cofiinus des multiples de -r^-y T étant le plus petit commun mul- 
tiple de 0) et de 27c. Un coefficient quelconque du développement 
vM fonction de [x et c'est cette fonction que je voudrais étudier. 

Pour cela, il faut d'abord étudier la relation entre e et co^p.. 
Nous pouvons faire varier e depuis — i jusqu'à 4- i.Poure = — i, 
on u 

l'our e :- 4- I, on a o>^[jl = oo; donc, quand e varie depuis — i 
jus(|u'à -4- I , (0 y/[jL augmente de -= à H- 00. 

Il nV'xistc donc de solution périodique correspondant à une 
valeur de o> donnée, commensurable avec 271, que si 



^ 



7: 



/. 



(Jù Vl 



Los coefiicients du développement de Fourier sont donc des fonc- 
tions do [X qui sont réelles pour 

(a va 

ot imuginairos pour 



v'.ii 



(a V a 



Il est é>idont que le même raisonnement conduirait au même 
rt'suitttt si« au Heu de 

F = X, -r- Xj — JJL cos^,, 

ou «ivail eu 

K^ dê(vend;iul de X| et x, seulement, fF,] de x,. Xj et jt seule- 



ment. Là encore les solulions du second genre auraient été réelles 
pour [1 > ;A|,. 

370. Duns le cas général, lu quantilé Q dont il a été question 
à la fia du n" 388, et dont nous cherchons à déterminer le signe, 
dépend évidemment de pi et, si |ji est suffisamment petit, c'est le 
premier terme du développement qui donnera son signe. 

Déterminons la fonction S par la méthode de Bohlin et soit 

S = S„-t-v''iISi + ;jS, + . ,,, 
Si (ji est assez petit, ce sont évidemment les deux premiers termes 



h^S, 



qui seront les plus imporlanls. Or, 

F = F„-F aFi- 

nous avons vu au Chapitre Xl\ 
ni de Fi ni de F, — [F,], mais s€ 



' F, - 



que So et S( ne dépendent 
ulement de F^ et de [F,], en 
désignant par [F,] la valeur moyenne de F,. 

Reprenons la quantité Q du n" 308; le premier terme de son 
di'rveloppemeot dépendra seulement de S,, et S, et par conséqncnt 
de Fo et [F,]. Il sera donc le même que si l'on avait supposé 
F= Fo+]i[F,], 

le même par conséquent qu'au numéro précédent. 

Or, au numéro précédent nous avons trouvé que les solutions 
du second genre existent seulement pour 



Celle conclusion subsiste donc c 
que [lo *o'l suftinamment petit. 



e dans le cas général, pourvu 



Quelle est la 



po 



lonclu: 



Reprenons les notations du a" 3til qui sont celles du n^âTo; 
l'exposant a. qui y figure est développahle suivant les puissances 
du produit AÂ'. 

11 se réduit à l'exposant caractéristique pour AA'^ o. 

Comme nous supposons la solution du premier genre stable 
H. P. —m. 21 



-^ i'± 1 ;:ar 'tooort . AJl. 
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Les solutions du deuxième genre et le principe de moindre action* 

371. Je ne puis passer soiis silence les rapports entre la 
théorie des solutions du deuxième genre et le principe de 
moindre action; et c'est même à cause de ces rapports que j'ai 
écrit le Chapitre XXIX. Mais, pour les faire bien comprendre, 
quelques préliminaires sont encore nécessaires. 

Supposons deux degrés de liberté; soient Xt et X2 les deux 
variables de la première série, que Ton pourra considérer comme 
les coordonnées d'un point dans un plan 5 les courbes planes qui 
satisferont à nos équations dilTérenti elles constitueront ce que 
nous avons appelé des trajectoires. 

Soit M un point quelconque du plan. Considérons Tenscmble 
des trajectoires issues du point M et soit E leur enveloppe. 
Soit F le n'''"''^ fo^'cr cinétique de M sur la trajectoire (ï); cette 
trajectoire touchera Tenveloppe E au point F, d'après la défini- 
lion même des foyers cinétiques; je rappelle que le /«'•'"* foyer 
de M, on son foyer d'ordre n est le /?»''™'^ point d'intersection 
de (T) avec la trajectoire infiniment voisine passant par M. Mais 
les circonstances de ce contact peuvent varier. Il peut se faire 
que F ne soit pas un point singulier de la courbe E et que le 
contact soit du premier ordre; c'est là le cas le plus général. 

Soient 

les équations de la trajectoire (T) et d'une trajectoire (T') très 
voisine, issue du point M. 
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Soient Zi et ^^2 l^s coordonDécs du point M, u^ et U2 celles 
de F. Comme (ï) passe par M et F et (T') par M, on aura 

5i=<p(>5j), Ui=o(Ui)y >î;(^,)=0. 

La trajectoire (T') étant très voisine de (T) la fonction A sera 
très petite; je pourrai appeler a Tangle sous lequel les deux tra- 
jectoires se coupent au point M; ce sera cet angle qui déGnirà la 
trajectoire (ï')^ alors la fonction 6 dépendra de l'angle a; elle 
sera très petite si, comme nous le supposons, cet angle a est 
lui-même très petit, et elle s'annulera avec a. 

La valeur de ^'{^2) (en désignant par ^' la dérivée de A) sera 
de même signe que a. Quant à ^'(ui) [si nous supposons a très 
petit et si le système de coordonnées a été défini de telle sorte 
que la fonction 0(^2) soit uniforme, ce qui est toujours possible] 
il est de même signe que a, si F est un foyer d'ordre pair, et de 
signe contraire si F est un foyer d'ordre impair. 

Ce qui caractérise le cas qui nous occupe, c'est que ^(^2) est 
du même ordre que a^ et toujours du même signe. 

Supposons par exemple que ^(^2) soit positif. 

Alors si le signe de a est tel que ^'{tia) soit positif, la trajec- 
toire (T') coupera (T) en un point F', voisin du point F et moins 
éloigné de M que le point F (eu supposant 112 >• ^2)' Dans ce cas, 
(T') touche E avant F', tandis que (T) touche E après F'^ d'après 
un raisonnement bien connu, l'aclion est plus grande (au moins 
dans le mouvement absolu) quand on va de M en F' en parcou- 
rant (T') que quand on va de M en F' en suivant (T). 

Si le signe de a est tel que ^'(//2) soit négatif, (T') coupe (T) 
en un point F', plus éloigné de M que F; alors (T') touche E 
après F' et (ï) touche E avant F'; Taction, quand on va de M 
en F', est plus grande le long de (T) que le long de (ï'). 

Les résultats seraient renversés si ^(«2) était négatif; mais en 
tous cas parmi les trajectoires (T') voisines de (T) il y en a qui 
coupent (T) près de F et au delà de F et d'autres qui coupent (T) 
près de F et en deçà de F. 

Dans ce cas nous dirons que F est un foyer ordinaire. 

Il ne peut pas arriver que F soit un point ordinaire de E et que 
le coiilact soit d'ordre supérieur au premier. 



P HÔPRÏÏTÏSBBÏSÔLDrtÔNB 

Di'veloppons ■J'{-'"3) sitivanl les puissances de a el soit 

■>(r, i = a.;<i(j-, l-i-a'^,(T,)-^.... 

La condilioD pour (jn'il y ciiL un conLacl d'orJre supérieur, 
icruit 

Mais nous avons Jéjà 



et la fonction '^[(j^î) salisfait à nnc ('quai ion (lifTérenlLelle lineairt' 
du second ordre, dont les coeflJcienls sonl des fondions finies et 
données de-r^, le cocfllcienl de la dérivée seconde se ri^duïsanl 

Si pour ^a^=«s, l'inléçrale '},(j?i) s'annulait ainsi que sa 
dérivée première, elle serait identiquement niillp, ce qui est 
absurde. 

Il n'y a donc jamais de conlacl d'ordre supérieur. 

Mais il peut arriver que F soit un point de rebroussemcnt de la 
courbe E, soit qu'il présente sa poinic du côté de M de façon 
qu'un mobile allant de M en F le prenne en pointe, soîl qu'il 
présente sa pointe du côté opposé de façon que le mobile le 
prenne en talon. Dans le premier cas je dirai que F est un /oycr 
en pointe et dans le second cas que c'est un foyer en talon. 

Dans l'un et l'autre cas, ^(ti-t) est de l'ordre de a'; dans le cas 
d'un foyer en pointe il est du signe du a, si P est un foyer 
d'ordre impair et de signe contraire à a si F est un foyer d'ordre 
pair; c'est le contraire dans le cas d'un foyer en talon. 

Dans le cas d'un foyer en pointe, toutes les trajectoires (T') 
coupent (T) en un point F' voisin de F et au delà de F; l'action 
en allant de M en F' est plus grande le long de (T) que le long 
deCP). 

Dans le cas d'un foyer en talon, toutes les trajectoires (T') cou- 
pent (T) en un point F' voisin de F et en deçà de F; l'action 
de M en F' est plus grande le long de (T') que le long de (T). 

Soit alors F' un point de (T) suffisamment voisin de F. Dans 
le cas d'un foyer en pointe, je puis joindre M à F' par une tra- 
jectoire (T') si F' est BU delà de F; dans le cas d'un foyer en 
talon, je puis joindre M à F' si F' est en deçà de F. 
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Il pourrait arriver enfin que F fût un point singulier de £ plus 
complique qu'un point de rebroussement ordinaire; je dirais alors 
que c'est un foyer singulier. 

Je ferai seulement observer qu'on ne peut passer d'un foyer en 
pointe à un foyer en talon que par un foyer singulier; car, au 
moment du passage, ^(^2) doit être de l'ordre de a'. 

372. Considérons maintenant une solution périodique quel- 
conque; elle correspondra à une trajectoire (T) fermée. Soit a 
l'exposant caractéristique et ï la période. Nous avons vu au Cha- 
pitre XXIX comment on parvient à déterminer les foyers cinétî- 
(|ucs successifs (n° 347). 

Supposons que a soit égal à - ^' » n étant un nombre commen- 

surablc dont le numérateur est />. Dans ce cas l'application de la 
règle du n® 347 montre que chaque point de (T) coïncide avec 
son a/>*^"*® foyer. 

Si en effet on prend comme au n° 347 une unité de temps telle 
que la période ï soit égale à 27:, il vient a = in. Si l'on désigne 
par Tq la valeur de la fonction t au point M, soient Ti, t^, • • . , t^^ 
les valeurs de celle fonction t au premier, au second, •••, 
au u/»''*"'^ foyer de M; nous aurons d'après la règle du n** 347, 

ir. ^ 'kir, ^ ^ ^piTz OLpiz 

a X '^ an 

Si /> est le numérateur de /î, on voit que Tj|, — t© est un mul- 
liplo do iit, cVsl-i\-diro que M et son a/>*'^"" foyer coïncident. 

La trajectoire issue du point M et infiniment voisine de (T) 
\ tondra donc repasser par le point M après avoir fait A" -î- a fois 
lo tour de la trajocloiro formée ^T) si A -H *i est le dénominateur 
do #1. 

Lo point M osl donc son a^*''"'* foyer: mais on peut se 
domandor à quollo catégorie do foyers il appartient, au point de 
vue do h) classification du numéro précédent. 

Adoptons un système de coordonnées analogues au coordon- 
luvs polain^s do tollo sorte que Téquation de la trajectoire 
fonnôo T' soil 



et que w varie de o à 2it quand on fait le lour de celle trajecloire 
fermée. Les courbes p := const. sont alors des courbes fermées 
s'enveloppanl muluellemenl à la façon de cercles coDcCDlriques, 
cl les courbes w = consl. formenl un faisceau do courbes diver- 
gentes qui viennent couper loulcs les courbes p^^ consl.; e1 
(le telle fa(;on que la courbe iD = a.-\-2-n coïncide avec bi 
courbe 01:= o. 

Soit alors w,, la valeur de tu qui correspond au point ilc 
départ M; la valeur de <o qui correspondra à ce même point Al, 
considéré comme le a//'"'" foyer du point de départ, sera 



a(A-H 



■i)r.. 



9 = ■ -^{"'t 

l'équation d'une trajectoire (T'), voisine de (T) el passant par M. 
La fonction ■}i{<o) correspondra à la fonction J'(xj) du numéro 
précédent. Nous aurons '|i(io„) = o et ce qu'il s'agit de discuter 
c'est le signe de 

Il s'agit donc de former la fonction |(w) et pour cela nous 
n'avons qu'à appliquer, soit les principes du Chapitre VII, soi) 
ceux du n" 274. Si nous appliquons par exemple ces derniers, 
voici ce que nous trouverons : La fonction •^{f) est développable 
suivant les puissances des deux quantités 



Les coefGcients du développement sont des fonctions pério- 
diques de période an; A el A' sont deux constantes d'intégration; 
quant à a, c'est une constante qui est développable suivant les 
puissances du produit AA' 

I ^-,„^aj(AA')-a,(AA')>-H..,. 



D'ailleurs «q est égal à l'exposant caractéristique de (T) c'est- 
à-dire à in. 

Si (T') diffère peu de (T), les deux constantes A el A' sont très 
petites; elles sont de l'ordre de l'angle que j'appelais at dans le 
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numéro précédent et qu'il ne faut pas confondre avec l'exposanl 
que je désigne par la même lettre dans le présent numéro. 

Si nous poussons l'approximation jusqu'au troisième ordre 
inclusivement par rapport à A et A', ^{(o) se réduira à un 
polynôme du troisième ordre par rapport à ces deux constantes 
et je pourrai écrire 

/étant un polynôme entier par rapport à Ae«*^, A'e~*** ne con- 
tenant que des termes du second et du troisième degré. Les 
coefficients du polynôme/, de même que o* et o*', sont des fonc- 
tions périodiques de période 211. 

Cela posé, comme a est égal à ao, à des quantités près du second 
ordre, et à ao -H a, (A A') à des quantités près du quatrième ordre, 
nous pouvons écrire, en négligeant toujours les quantités du 
quatrième ordre par rapport à A et A', 

i]^(a>) = Aac«^<««-»-««AA''_H A'a'e-*^<3i,-f-a,AA')^y(Ae3toM, A'c-««w) 
ou bien encore 

4'(a))= Ac«oWff 4- A'e-a««a' 

-+- aiu>AA'(AcaoWa — k'e-^^^'}-\- f(Xe^^y A'c-OoW). 

Quand w augmente de (2Â-1-4)", les coefficients de/, non 
plus que 0" et a' ne changent pas, 11 en est de même de e^^y 

puisque ~ = n a pour dénominateur k -|- 2 ; il en est donc encore 

de même de 

Acaowg^ A'e-OoWa', /(AeOoW, A'e-OoW). 

Il vient donc enfin 

<);( 10 H- «îX-t: -+- 47:) — ^(w) = (-iA* -+- 2)1:011 AA'( A c«oWa — X'e-^^u'), 

Or ^{(i>o) est nulle; la quantité dont nous devons déterminer 
le signe est donc 

(•.>.A- + 2)7:a,AA'(Ae«oWoao-- A'e-aoW,g'^j). 
. Je désigne par Tq et o-J, les valeurs de o- et (j' pour w = w©. 
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J'observe d'abord que celle quantité est du troisirme ordre, ce 
qui, d'après le numéro précédent, nous montre que nos foyers 
seront en général des foyers en pointe ou en talon. Je dis main- 
tenant que cette quantiti^ est toujours de même signe et que son 
foeflicienl ne peut s'annuler. 

En efiel, les deux conslanles A el A' sont liées par la relalion 

ce qui peut s'écrire, puisque A et A' sont des quanlités infîniuienl 



(') 



Aci"i""!ru-i- A'e 



D'autre part a, est pureinenl imaginaire, t» et i\ sont imagi- 
naires conjuguées; il en est de môme de A et de A'. 

Le produit AA' est donc essentiellement positif et ne pcul 
s'annuler; car A et A' ne peuvent être nuls à la fois. 

D'autre part on ne peut avoir 



(■^) 



les équations (i) et (a) cnl 



■aineraienl 



Mais ces é(|uatIons sont impossibles; elles signifieraient que 
toutes les trajectoires très voisines de (T) vont passer par le 
point M, ce qui est évidemment faux. 

Notre quantité i{((mo -i- aXvt -j- .^it) a donc toujours le même 
signe. !\'os foyers sont donc tous en pointe, ou tous en talon ; 
tout dépend du signe de a,,. 

373. Nous avons dû laisser de câté le cas où a, serait nul, cas 
exceptionnel où tous les foyers seraient singuliers; et celui 
où fi •+- 'i serait égal à a, 3 ou 4; voici pourquoi : 

On a vu que, dans les calculs du Cbapitrc VU, s'introduisent 
de petite diviseurs 



(C/. n° lOl, t. 1, p. 338). 

Le calcul se trouve arrêté et des termes 
si l'un de ces diviseurs s'annule. 



aires apparaissent 



Or, on constale aisément qtie, s! A' -h ^ est égal à 2, 3 ou 4) C 
pourra se trouver arrêté ainsi dans le calcul des termes des tr< 
premiers ordres qui sont ceux doul nous avons été obligés 
tenir compte. Si au couUaire /■ -+- 2 > 4 - on ne sera arrêté < 
dans le calcul des termes d'ordre supérieur qui n'i'niervie 
pas dans l'analyse précédente. 

374, Supposons, par exemple, que tous les foyers soient t 
pointe; soit M un point quelconque de (T); ce point sera à loj 
même son a/)''"' foyer. Soil M' un point situé un peu au delà 
point M dans la direction ou l'on parcourt la Irujectoire (T) et M 
trajectoires voisines de (T'). Je pourrai tracer une trajectoire (T. 
issue du point M, qui s'écartera très peu de (T), qui fera A- ~\- ^ ffl^ 
le tour de (T) et viendra finalement aboutir au point M' et ( 
aura a/) -+- 1 points d'intersection avec(T), en comptant les poin 
d'intersection M et M'. 

Kn etfet, le fojer étant en pointe, les trajectoires (ï') voisinj 
de (T) viennent toutes recouper (T) au delà du foyer, Nw 
pourrons donc tracer la trajectoire |T') qui satisfait aux con4l 
lions que je viens d'énoncer, pourvu que la distance MM' soit pljl 
petile que 5. Il est clair que la limite supérieure que ne doit [ 
dépasser la dislance MM' dépend de ta position de M sur (T™ 
mais elle ne s'annule jamais puisqu'il n'y s pas de foyer singuHc 
Il me suffira alors d'égaler à la plus petite valeur que pui 
prendre cette limite supérieure et je pourrai regarder comd 
une constante. 

Si donc la distance MM' est plus petite que 0, nous pouvaj 
mener une trajectoire (T') satisfaisant à nos conditions; no| 
pouvons même en mener deux, l'une coupant (T) en M 
angle positif, l'autre sous un angle négatif. 

Cela posé, supposons que nos équations difl'érenti elles caoi 
niques dépendent d'un paramètre !>; pour X^o, la trajectc 
fermée (T) a pour exposant caractéristique Xa = in. SupposOI 
que, pour X >- o, l'exposant caractéristique, divisé par 1, soil p 
grand que n el que, pour X<io, il soit au contraire plus pen 
que n. 

Alors, pourX^o, le point M ne sera plus son propre a/^""' foyer; 
son ayï'"'"' foyer sera situé en degà de M pour ).>o, et au delà 
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lie M (>oirr 'i.<Co. Soit F ce foyer. La disUccc MF dépcoiira nalii- 
veliemenL de la position de M sur (T); j'appelle £ la plus grand*? 
valeur de celle distance; il est clair qite t sera une foDction con- 
liaiie de À cl qu'elle s'anniilet'a avec t. ; remarquons que, pour Â^o, 
d'après les principes du n" 347, le foyer F est toujours au delfi 
de M, ou toujours ru deçà, suivant la valeur de l'exposant caracté- 
ristique, et lu distance MF ne ])cul jamais s'annuler. 

Soit F' un point situé un peu ou delà de F; nous pourrons 
joindre M à F' par une trajectoire (ï') pourvu que la distance F'F' 
reste inférieure à une certaine quantité Z'. (1 est clair que ô' esl 
une fonction continue de ^ et elle se réduit à 5 pour X ^^o. 

Prenons À >-o, de fnçon que M soit au delà de F; nous pour- 
rons faire jouer ii M le rfile de F' et joindre M à luî-niémepar une 
trajectoire (T'), pourvu que la disr.inee MF soil plus petile que 2', 
ou pourvu que 



pourÀ = o. E esl nul elS'=o>o; donc n; 
petit pour que l'inégalité soit salisfalte. 

On peut alors joindre le point M à lui- 
loire (T') s'éeartanl peu de (T), faisant A- - 
ei coupant 2/*+ I fois (T). 



peut prendi'c 



; par une irujec- 
•h le lour de (T) 



Kis. 




Sur la fiffurc, lïA représente un arc de (T) sur lequel se U'ouve M. 
MC est un arc de (T') parlant de M cl DM est un autre arc de 
celte même trajectoire aboutissant â Al. Des fléclies indiquent le 
sens dans lequel les trajectoires sont décrites. 

Le point M peut être ainsi joint à lut-mâine, non pas [»ar une, 
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mais par deux trajectoires (T'); pour Tune, comme Tindique la 
figure, l'angle CMAest positif, de telle façon que CM est au-dessus 
de MA; pour l'autre, l'angle CM A serait négatif. 

La trajectoire (T') ne doit pas être regardée comme une trajec- 
toire fermée; elle part bien du point M pour revenir au point M, 
mais la direction de la tangente n'est pas la même au point de 
départ et au point d'arrivée, de sorte que les arcs MC et DM ne 
se raccordent pas. 

La trajectoire (T'), allant ainsi de M en M avec un point angu- 
leux en M, formera ainsi ce qu'on pourra appeler une boucle. En 
faisant la même construction jpour tous les points M de (T), on 
obtiendra une S(*rie de boucles ; on en obtiendra même deux, la 
première correspondant au cas où langle CMA est positif, et la 
seconde au cas où cet angle est négatif. Ces deux séries sont bien 
séparées l'une de l'autre; et en effet, le passage de l'une à l'autre 
ne pourrait se faire que si l'angle CMA devenait infiniment petit. 

Alors, la trajectoire (T'), devenue infiniment voisine de (T), 
irait passer par le foyer F, d'après la définition même des foyers; 
mais, comme elle doit aboutir au point M, les points M et F se 
confondraient; cela ne peut arriver d'après les principes du n** 347. 

Ainsi donc, si tous les foyers sont en pointe, nous avons deux 
séries de boucles pour A > o, et nous n'en avons plus pourX «< o. 

Si tous les foyers étaient en talon, on pourrait répéter les 
mêmes raisonnements; on trouverait qu'il y a deux séries de 
boucles pour \ <^o, et qu'il n'y en a plus pour À >o. 

375. Considérons une des séries de boucles définies dans le 
numéro précédent ; friction calculée le long d'une de ces boucles 
variera avec la position du point M; elle aura au moins un 
maximum ou un minimum. 

Je dis que, si l'action est maximum ou minimum, les deux 
arcs MC et CD se raccordent, de telle façon que la trajectoire (T') 
est fermée et correspond à une solution périodique du deuxième 
genre. 

En effet, supposons par exemple que la trajectoire (T') corres- 
ponde au minimum de l'action et que l'angle CMA soit plus 
grand que Tangle BMD comme sur la figure; prenons alors un 
point M| à gauche de M et infiniment près de M, construisons 



une boucle (T',) inCnimenl peu dilTérenle de la boucle (T') et 
ayanl son poinl anguleux en M) ; soient M,C| et Mi D, deux arcs 
de celle boucle. 

De M et de M, , j'abaisse deus normales MP et M, Q sur M, C, 
eisuiMO: 

D'après lin tlniorètne bien coniiu, l'action le long de (ï') 
depuis le point M jusqu'au poinl Q sera égale à l'action le lon{^ 
de (T',) depuis le point P jusqu'à M,. On aura donc 



n(T;)= actJon(T')- 



(HM,!-,- 



n(MQ) 



n(MM,j(<:i>sGM\- 



■ihT;)- 



■lion(T',, 



ce qui esl absurde, puisque ( T'j a dlé suppose correspondi'e au 
minimum de i'aclinn. 
Si l'ou supposa 



CMA -: HMD, 

>a urriveruit à la même absurdili' en [j 
On doit donc supj)Oser 

CMA = BMD, 



laraiU M, ;'. droite de M. 



c'est-à-dire que les deux arcs se raccordent. 

Le inêuie raisonnement est applicable uu eus du ni.ixintuni. 

Cliaque série de boucles eontienl donc au ujoins deux Itajei:- 
toircs fermées. 

Chacune de ces trajectoires fermées fait /.-(-a fois le lour 
de (T) et coupe (T) en a/) points. Pour p d'entre eux, l'angle 
analof^ue à CMA est posilif et, pour les p autres, il esl négatif; cl, 
en cfl'el, la courbe (T') élant fermée, doit couper (ï) autant de 
foi^ dans un sens que dans l'autre. 

Donc, celle trajectoire fermée peut lîire regardée comme une 
fioiicle de 2/7 manières dilTérentcs; car nous pouvons regarder 
l'un quelconque de nos a/j points d'intersection comme le poinl 
anguleux; pour p de ces manières, la boucle ainsi dérinie ajipar- 
licndra à lu première série cl pour les fj autres à la seconde. 

Pjrmi les boucles de cbaque série, il y en a donc non pas deux. 
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mais au moins 'j.p qui se réduisent à des trajectoires fermées. 
Seulement on obtient ainsi non pas ,\p^ mais seulement deux tra- 
jectoires fermées distinctes. 

Qu'il n'y en ait |>as davantage en général, c'est ce qui ne 
résulte pas du raisonnement précédent, mais ce qu'on peut 
déduire des principes du Chapitre précédent. 

La trajectoire ('F) ainsi définie aura ^(A-j- \)p points doubles 
si k est impair et ^(A* -+- a)/> points doubles si k est pair. Gela est 
vrai pour les petites valeurs de X; mais je dis que cela reste vrai 
quelque grand que soit \ tant que (T') existe. Et, en effet, le 
nombre des points doubles ne pourrait varier que si deux branches 
de la courbe (ï') veuaient à élre langcntes entre elles; mais deux 
trajectoires ne peuvent être tangentes entre elles sans se con- 
Ibndre. 

Pour la même raison, quelque grand que soit \ tant que les 
deux trajectoires (T) et (T') existeront, elles se couperont en 2/> 
points. 

376. Tous les raisonnements du numéro précédent sup- 
posent qiCil s'agit du mouK>ement absolu. 

En voulant les étendre au cas du mouvement relatif, on ren- 
contrerait des difficultés qui ne sont sans doute pas insurmonta- 
bles, mais que je ne chercherai pas à surmonter. 

Tout d'abord, il faudrait modifier la construction employée 
dans le numéro précédent. Au lieu de mener MP et M, Q nor- 
males à M|C| et MD, voici ce qu'il faudrait faire. Pour con- 
.slruire MP, par exemple, on construirait un cercle infiniment 
petit satisfaisant aux conditions suivantes : il coupe M| C| en P 
cl lonclie en ce point la droite MP; la droite qui joint M au centre 
doit avoir une direction donnée et être dans un rapport donné 
avec le rayon. La droite MP ainsi construite jouit des mêmes pro- 
priétés qu'a la normale dans le mouvement absolu. Malheureuse- 
ment celle construction peut dans certains cas entraîner une diffi- 
culté. 

De plus l'action (MM|) n'est pas toujours positive; si elle deve- 
nait nulle, le raisonnement se trouverait encore en défaut; le 
maximum ou le minimum pourrait être atteint au point M tel que 



r 




l'actiou (MM, ) soil nulle, cl cela s: 
besoin de se raccorder. 

Nos ruisonnemenls ne s'appliqueraient donc au cas du mouve- 
inenL relatif que si l'action reste positive tout le long de (T). 

Dans tous les cas, l'une des conclusions reste vraie; la trajec- 
toire fermée (T') existe toujours puisigue si le raisonnement du 
numéro précédent est en défaut, il n'en est pas de même de ceux 
<les Ciiapitres XXVIII et XXX; de plus (T') coupe (T) en a/» 
points et possède — (^ + i) ou — {k ■+- a) points doubles. 

Cela est vrai pour les petites valeurs de X, mais je ne peux plus 
conclure que cela reste vrai quel que soit À; car deux trajectoires 
peuvent être tangentes sans se confondre, pourvu qu'elles soient 
parcourues en sens contmirc. 



Stabilité et instabilité. 

377. Supposons qu'il y ait seulemenl deux degrés de liberté; 
deux des exposants caractéristiques sont nuls, les deux autres 
sont égaux et de signes contraires. 

L'équation qui a po 



est une équation du second ordre dont les coi'flicienls sont réels 
(T représente la période cl a l'un des exposants caractéristiques). 

Ses racines sont donc réelles ou imaginaires conjuguées. 

Si elles sont réelles et positives, les a sont réels et la solution 
périodique est instable. 

Si elles sont imaginaires, les a sont imaginaires conjuguées; 
comme le produit est égal à -f- i, les a sont purement imaginaii-es 
et la solution périodique est stable. 

Si elles sont réelles el négatives, les a, sont imaginaires, mais 
complexe!!, la partie imaginaire étant égale à -^; la solution 
|>ériodtque est encore instable. 

Elles ne peuvent d'ailleurs être réelles el de signes contraires 
puisque le produit est égal à -i- i . 

Il ^ a donc deux sortes de solutions instables^ correspondant 
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aux deux hj'pollièses 
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c«T > o, e»T < o. 



aT 



Le passage des solutions stables aux. solutions instables de la 
première sorte se fait par la valeur 



a = o. 



Le passage des solutions stables aux solutions instables de la 
seconde sorte se fait par la valeur 



a = 



it: 



378. Éludions d*abord le passage aux solutions instables de la 
première sorte. Au moment du passage on a 



e«T = , . 



Reprenons les quantités ^a et ^f( définies au Chapitre 111 el 
envisageons l'équation 



(•) 



df, ^ 


d^x 
4« 


d'^t 
d?. 


d^i 


d^t 
dfx 


d% 


dift 
dh 


d?. 


di/, 
dh 


d•^^ 
dfi 


d^^ S 
d?^ 


d^, 
df 


d'fi 


dif, 
dft 


d^, 
df 


df " 



^o; 



cette cqualion a pour racines 

o, o, e^T — 1, f-**"" — 1. 

Au moment du passage les quatre racines deviennent nulles. 

Mais avant d'étudier ce cas simple où l'on a affaire à des équa- 
tions de la Dynamique avec deux degrés de liberté, et où Ton 
suppose que la fonction F ne dépend pas du temps explicitement 
et que par conséquent les équations admettent Tinlégrale des 
forces vives F = const., avant, dis-je, d'étudier ce cas simple, il 
convient peut-être de nous arrêter un instant sur un cas plus 
simple encore. 

Soit F une fonction quelconque de x, y et /, périodique de 



piîriodc T par rapport à /; e 



^Hnonitjiics 



lit ~ dy' 



dt ' 



ce sont les équations de la Dj'namiqiie avec tin seul degré de 
liberté; mais, F dépendant de t, elles n'admettent pas l'équation 
des forces vives F := consl. 

Supposons que ces équations {2) admettent une solulion pério- 
dique de période T. Les exposants caracléristiques nous seronl. 
donnés par l'équation suivante analogue â (1) 



m 






'/+, d^, 

'/fil d'il 


<,ui 


' i">" 


r racines 





Ces racines deviennent nulles toutes deux au moment du 
passage. 

Supposons que K dépende d'un certain paramètre [a et que, 
pour), ^o, les deux racines de l'équation (3) soient nulles. Les 
fondions 'l, et 'J/j dépendront non seulement de p, et de pj, mais 
de [ji. Nous supi)osei'ons que F est développable suivant les puis- 
sances de |ji et que par conséquent tj., et ^(3 sont développablcs 
suivunt les puissances de ^,, pj cl u. 

Les solutions périodiques nuus seront données par les équu- 



l'our fJi = 0, p, := 3j=io, le déterminant fonctionnel des i par 
'apport aus ^ est nul; mais en général les quatre dérivées ^- 
ne s'annuleront pas à la fois. Supposons par exemple 

an tirera de la première équation (4) 0i en série développée sui- 
vant les puissances de pi et de ^ et l'on substituera dans la 
H. P. - IIL a3 
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seconde équation ( {). Soit 

(5) W{?^,ix) = o 

le résultat de la substitution. Notre déterminant fonctionnel étant 
nul, on aura 

mais deux cas sont à distinguer : 

i"" La dérivée ^ n'est pas nulle, ou, en d'autres termes, le 

déterminant fonctionnel de t}^, et 62, par rapport à j3, et {x, n'est 
pas nul. 

Dans ce cas, si Ton regarde p2 et [x comme les coordonnées 
d'un point dans un plan, la courbe représentée par l'équation (5) 
aura à l'origine un point ordinaire, où la tangente sera la droite 
♦j. == o. 

En général, la dérivée seconde 

d*W 

d^ 

ne sera pas nulle, c'est-à-dire que Torigine ne sera pas un point 
d'inflexion pour la courbe (5). 

Si nous coupons par la droite [x = [x©, [Xq étant une constante 
assez petite, nous pourrons, suivant le signe de [Xq, avoir deux 
points d'intersection de cette droite et de la courbe (5) dans le 
voisinage de l'origine ou n'en avoir aucun. 

Si, par exemple, la courbe est au-dessus de sa tangente, nous 
aurons, pour [Xo>*o, deux intersections et, par conséquent, deux 
solutions périodiques, pour jx© <[ o nous n'en aurons aucune. 

Nous voyons donc deux solutions périodiques se rapprocher 
l'une de l'autre, se confondre, puis disparaître. 

Considérons les deux points d'intersection de la droite [x = 110 
avec la courbe (5); ils correspondront à deux racines consécu- 
tives de Téquation (5) et, par conséquent, à deux valeurs de signes 

contraires de la dérivée -j^» donc à deux valeurs de signes con- 
traires du déterminant fonctionnel des ai par rapport aux ^; c'est- 



(e' 



t)(c- 



■0- 



c'esl-à-dire de i'-'. 

iJonc i'itne des deio- solutions pih'iodiqucs qui se coii/on- 
dent ainsi pour disparallre, est toujours staO/e et l'autre 
instable. 



■ La d<5ri 






{litres termes, le dtUci 



fonctionnel de ^, et i|ii, par ra})porl ù |3, et ^, est nul. 

La courbe (j) a alors à l'origine un point singulier qui, en 
général, sera un point double ordinaire. 

Deux brandies de courbe se coupent à l'origine, la draite ^ = [*„ 
rencontrera toujours lu courbe en deux points; nous auron^ 
ilonc deux soUilioiis périodiques, quel que soil le signe de ^„. 

Les deux branches de courbe déterminent dans le voisinage de 
l'origine quatre régions; duns deux de ces régions opposées par le 
sommet, ^' sera positif; dans les deus autres, il sera négatif. 

Soient 0P(, OPa. OP,, Op4 les quatre demi-branches qui 
iiboulissent à l'origine; OP, sera le prolongement de OPj et OI'ï 
de OP,; OP, et OP-j correspondront à [i:o>o; OPj cl 01", à 
|ji, <o; la fonction V sera positive dans les angles P,OPa, PjOP, 
cl négative dans les angles PaOPj, P.OP^. 

Nous venons de voir que la stabilité dépend du signe de hi 
dérivée jq-; alorsquand on franchira OP,, par exemple, *1" passera 
du négatif au positif; lu dérivée sera positive et la solution sera, 
par exemple, stable; elle sera stable aussi quand on franchira OPi; 
instable quand on franchira OPï ou OPj. 

Les solutions périodiques correspondant à OP, sont stables et 
elles sont la suite anal^-tique de celles qui correspondent à OPj et 
qui sont instables. 

Inversement celles qui correspondent à OP^ el qui sont in- 
stables sont la suite analytique de celles qui correspondent à O!', 
et qui sont stables. 

iNous avons donc deux séries analytiques de solutions t 



diques qui, pour [ji = o, se coni 
séries échangent leur stabilité. 



tal^tiqui 
fondent, et à 



! péri 
l les dft 
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Nous venons d^étudier les deux cas les plus simples, mais une 
foule d^autres cas peuvent se présenter correspondant aux diflfé- 
rentes singularités que peut présenter la courbe (5) à l'origine. 

Mais, quelles que soient ces singularités, nous verrons rayonner 
autour de Torigine un nombre pair p -\- q àe demi-branches de 
courbes, à savoir p du côté de [x >► o, et gr du côté [x<; o. Suppo- 
sons qu'un petit cercle décrit autour de l'origine les rencontre 
dans Tordre suivant 

Soient 

(6) 0P„ 0P„ ..., OP;, 

celles qui correspondent à ix ^> o et 

(7) 0P„^,, 0P„4-i, ..., 0P^+^ 

celles qui correspondent à u <C o. 

Alors les demi-branches (6) correspondent alternativement à 
des solutions périodiques stables et à des solutions instables; je 
dirai pour abréger que ces demi-branches sont alternativement 
stables ou instables. 

Il en est de même des demi-branches (7). 

D'autre part OP^ et OP^^i sont toutes deux stables ou toutes 
deux instables. 

Il en est de même par conséquent de OP^^ç et 0P<. 

Soient donc p' et p" le nombre des demi-branches stables et 
celui des demi-branclies instables pour iji >►© de sorte que 

Soient q' et q" les nombres correspondants pour [jl<Io de sorte 
que q' -r- q" ^=^ q. 11 n'y a alors que trois hypothèses possibles 



/>' - /'". 


9=9'. 


/''-/''-•. 


q' 9'-+-', 


p'-p'-l, 


q=q'-X. 


Dans tous les cas on a 




p-p-- 


q ^q". 



Supposons que p ne soit pas égal à q^ et par exemple que p>ç 
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(le telle façon c|ii'un certaio nombre tie sohitiunâ péri o(li<] lies dis- 
paraissent quand on passe dc[x>-oà[jL<o;oii voîl d'abord que 
ce nombre est toujours pair el de plus d'après lYqnalion prfîcé- 
denle, // disparaît toujours autant de solutions stables que de 
solutions instables. 

Supposons maintenant que nous ajons une si'rie anahtique de 
solutions périodiques el qiif. pour u. ^ o, on passe de la slabililé 
à l'Inslabililé ou inversement (et cela de façon que l'exposant x 
s'annule). Alors q' el p' (par exemple) sont au moins égaux à i . 
Donc p'-i- q" est an moins égal à a. D'où il suit qu'il j aura au 
moins une autre série analytique de solutions périodiques réelles 
se confondant avec la première pour ^-^^ o. 

Donc si. pour une certaine valeur de [i, tine solution pério- 
rlique perd la stabilité ou l'acquiert (el cela de telle façon que 
l'exposant a soit nul) c'est qu'elle se sera confondue avec une 
autre solution périodique, avec laquelle elle aura échangé sa 
stabilité. 

37y. Revenons niainlenanl au cas que je m'i'lais d'abord pro- 
posé de Irailcr, celui oit le temps n'enlre pas explicitement dans 
les équations, où par conséquent on a rinli'grale des forces 
vives F:= C, où enfin il y a deux degrés de liberté. 

Je raisonnerai alors comme au n" 317, je supposerai que la 
période de la solution péiiodique qui est T pour la solution qui 
correspond à u.^0, ^,= 0, esl égale à T -t- i et peu dilTérente 
de T pour les solutions périodiques voisines; cl j'écrirai les 
équations 



(0 



où entrent les variables 



- Go. 



P., h. h. !lv. li. ^- 

D'après nos hjpolhéses, le déleimiuant fonctionnel des <!f par 
rapport aux ^ doit s'annuler ainsi que tous ses mineurs du pre- 
mier ordre; mais les mineurs du second ordre ne seront pas en 
général tous nuls â la fois. 

Faisons donc ^i := o dans les équations (t) et envisageons le 
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délertninanl fonctionnel A de 

^U 'Vî» 4^3, F 

par rapport à 

Pi, ?j, Pi, •^. 

Ce déterminant s'annule quand les p, jjl et t s'annulent; mais 
en général les mineurs du premier ordre ne s'annuleront pas. 

Considérons en effet les déterminants fonctionnels de F et de 
deux des quatre fonctions à, par rapport à t et à deux des quatre 
variables p. Peuvent-ils être tous nuls à la fois? 

D'après la théorie des déterminants cela ne pourrait arriver : 

i" Que si tous les mineurs des deux premiers ordres du déter- 
minant des ^ par rapport aux ^ étaient nuls, à la fois, ce qui 
n'arrive pas en général et ce que nous ne supposerons pas. 

2" Ou si les dérivées de F étaient toutes nulles à la fois; nous 
avons vu au n** 64 qu'elles devraient l'être tout le long de la solu- 
tion périodique; nous ne supposerons pas cela non plus. 

3" Ou enfin si les dérivées des <J/ et de F par rapport à t étaient 
toutes nulles à la fois; alors les valeurs 

Pi = Pî = Ps = Pv = o 

correspondraient non pas à une solution périodique proprement 
dite, mais à une position d'équilibre {Cf. n® 68). 

Nous ne supposerons pas cela non plus. 

Nous pouvons donc toujours supposer que tous les mineurs du 
premier ordre de A ne sont pas nuls. 

Eliminons alors quatre de nos inconnues ^ et t entre les équa- 
tions (i). 

Éliminons par exemple ^i, ^3, ^4, t, il restera une équation 
(le la forme 

cette équation étant tout à fait de même forme que l'équation (5) 
(lu numéro précédent se traiterait de la même manière et nous 
arriverions aux mêmes résultats : 

1° Quand des solutions périodiques disparaissent après s'être 
confondues, il en disparait toujours un nombre pair et autant de 
stables que dinstables. 

ol^ Quand une solution périodique perd ou acquiert la stabilité 



i|uund on fail varier ^ d'une façon coalinue (et cela de telle 
manière que a s'annule) on peut être cerlain qu'au moment du 
passage une autre solution périodique réelle de même période 
s'est confondue avec elle. 

^iiH\. Passons au second cas, celui où 



, aucun des exposants 



sauf les deux qui sont loujours nul, il n'existe pas de solutioi 
périodique de période T se confondant avec la première pour 



Mais en revanche, en \cnii des principes du Cliapilrc XXVIII. 
il existe des solutions périodiques du deuxième genre, de pé- 
riode 2T, qui, pour [A^u, se confondent avec la soliilion donn<5e 
dont la période est T. 

Que dirons-nous de leur stabilité? Pour [^ >■ o, nous aurons par 
exemple nne solution stable de période T (jui deviendra inslable 
pour [n <; o. 

Pour [J. >-o, soient p' cl p" le nombre des solutions stables el 
celui des solutions instables qui admettent la période aT sans 
admettre la période T. Soient q' el tj" les nombres correspondants 
pour [X < n. 

Considérant alors toutes les solulions de période aT, qu'elles 
admelient nu non la période T, el leur appliquant les principes 
du n° 378, je reconnaîtrai que je puis faire au anjet de ces quatre 
nombre les trois b^pothèsca suivantes : 

y' H- "=/>'. 7' = î'-Hi. 
2-4-^' = /,', r/=5r'. 

Mais si l'on se reporte aux principes du Chapitre XWIII un 
verra que ces quatre nombres ne peuvent pas prendre toutes les 
valeurs compatibles avec les trois hypothèses. On Iruuvera au 
n" 333 l'étude des cas les plus simples et les plus fréquents. 
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Application aux orbites de Darwin. 

381. Dans le Tome XXI des Acta mathematica, M. G.- 
II. Darwin a étudié en détail certaines solutions périodiques. 
H se place dans les hypothèses du n" 9 et considère une pla- 
nète troublante qu'il appelle Jupiter et à laquelle il attribue 
une masse dix fois plus petite que celle du Soleil. Cette planète 
fictive décrit autour du Soleil une orbite circulaire, et une petite 
planète troublée de masse nulle se meut dans le plan de celte 
orbite. 

Il a reconnu ainsi rexislence de certaines solutions périodiques 
qui rentrent dans celles que j'ai appelées de première sorte et 
dont il a fait une étude détaillée. Ces orbites sont rapportées à 
des axes mobiles, tournant autour du Soleil avec la même vitesse 
angulaire que Jupiter; dans le mouvement relatif par rapport à 
ces axes mobiles, ces orbites sont des courbes fermées. 

I^ première classe d'orbites périodiques est celle que M. Darwin 
appelle celle des planètes A. L'orbite est une courbe fermée en- 
tourant le Soleil, mais n'entourant pas Jupiter. L'orbite est stable 
quand la constante de Jacobi est plus grande que 89 et instable 
dans le cas contraire. L'instabilité correspond à un exposant 

caractéristique ayant pour partie imaginaire —^ 

Donc pour les valeurs de la constante de Jacobi voisines de 89, 
il existe des solutions périodiques de deuxième genre dont la 
période est double. 

L*orbite correspondante sera une courbe fermée avec un point 
double faisant deux fois le tour du Soleil. Les deux boucles de 
celte courbe sont très peu diflerenles Tune de l'autre et toutes 
deux peu diirérentes d'un cercle. 

Nous étudierons plus loin, plus en détail, ces solutions du 
deuxième genre. 

M. Darwin a trouvé également des satellites oscillants qu'il 
appelle a et b et qui sont ceux dont nous avons parlé au n® 52. 
Ils sont toujours instables. 

Lnfin, il a trouvé des satellites proprement dits qui, par rap- 
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porl jiii système d'axes mobiles envisagés, Jécrivenl des courbes 
fermées entourant Jupiter, mais n'enloitrani pas le Soleil. 

Pour G = ^o (C est la constante de Jacobi), on n'a qu'un satel- 
lite A qui est stable. Pour C=:3<),5, le satellite A est devenu 
instable avec un exposant % i-éel; mais nous avons deux satellites 
nouveaux B et C, le second stable, le premier instable avec un 
exposant a réel. Pour C = 3(|, ou retrouve le même résultat; 
pourC;^38,5, le satellite C est devenu instable avec un expo- 
sant x complexe (dont la partie imaginaire est y ); enfin, pour 
C=^ 38, on retrouve le même résultat. 

Nous avons donc à envisager trois passages : 

l" Le passage du salellrte A de la slabitilé à l'instabilité; 

2" L'apparition des satellites B et C; 

3" Le passage du satellite C de la stabilité à l'instabilité. 

Les deux derniers passages ne souli-venl aucune difficulté. 

Nous voyons apparaître simultanément deux solutions pério- 
diques B et C d'abord tn^'s peu dilTérentes l'une de l'autre; l'une 
est stable et l'autre instable; l'exposant a pour la solution instable 
est réel. Tout cela est conforme aux conclusions du n" 3T8. 

Le passage de la stabilité à l'instabilité du ^alellilc C ne soulève 
pas non plus de difficulté; car l'exposant tt dans le cas de l'in- 
slabiliié est complexe; on se trouve donc dans les conditions 
du n" 380. Il existe donc des solutions périodiques du deuxième 
genre, correspondant à des courbes fermées faisant deux (ois le 
tour de .fiipiler. 

382. En revauclie, le passage du satellite A de la stabilité ù 
l'instabilité présente de grandes difficultés puisque dans le cas de 
l'instabilité, l'exposant a est réel. Il devrait donc y avoir, d'après 
le n" 378, échange de stabilité, avec d'autres solutions pério- 
diques correspondant à des courbes fermées faisant une seule fois 
le tour de Jupiter. C'est ce qui ne paraît pas résulter des calculs 
de Darwin. 

On est nalurelleinent conduit à penser que les satellites A 
instables découverts par Darwin ne sont pas la continuation ana- 
lytique de ses satellites A stables. 

D'autres considérations conduisent au même résultat. 
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l^s satellites A stables ont pour orbites des courbes fermées 
ordinaires; les satellites A instables ont des orbites en forme de 
huit. 

Comment aurait-on pu passer d'un cas à l'autre? Ce ne peut 
être que par une courbe présentant un point de rebroussement; 
mais au point de rebroussement la vitesse devrait être nulle, et, 
par raison de symétrie, ce point de rebroussement ne pourrait 
se trouver que sur l'axe des :r; il ne peut être entre le Soleil et 
Jupiter. En effet, dans Isl Jig. i, Dar^vin donne les courbes de 
vitesse nulle; pour C >- 4^? ï8, ces courbes coupent l'axe des x 
entre le Soleil et Jupiter; mais cela n'a plus lieu pour C < 4o, i8 
et le passage a lieu entre C = 4o et C = 89, 5. 

Il reste Tliypothèse que le point de rebroussement se trouve 
au delà de Jupiter; mais celle-là non plus n'est pas satisfaisante. 
Comparons les deux orbites correspondant à C= 4^ et à C= 3g, 5; 
la première coupe deux fois l'axe des x à angle droit, une fois au 
delà de Jupiter, une fois en deçà; soient P et Q les deux points 
d'intersection; de même, la seconde orbite, si on laisse de côté le 
point double, coupe deux fois l'axe des x à angle droit, une fois 
au delà et une fois en deçà de Jupiter; soient P' et Q' les deux 
points d'intersection. Considérons le point d'intersection P ou P' 

(jui est au delà de Jupiter et voyons le signe de -—; nous verrons 

que pour une orbite comme pour l'autre ce signe est positif. 

Or -y- aurait di\ changer de signe au moment du passage par le 

|)oint de rebroussement. 

Le point P, le point de rebroussement hypothétique, et le 
point P' ne peuvent donc pas être regardés comme la continua- 
lion analytique l'un de l'autre. Il faudrait alors supposer qu'à un 
moment donné^ il y a eu échange entre les deux points d'inter- 
section de Torbite du satellite A et de l'axe des x, celui qui est à 
droite passant à gauche et inversement. Rien dans l'allure des 
courbes construites par M. Dar>vin n'autorise une semblable 
supposition. 

Donc, je conclus que les satellites A instables ne sont pas la 
continuation analytique des satellites A stables. Mais alors que 
>ont devenus les satellites A stables? 
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Sur ce point, je ne puis faire que des hypothèses et, pour pou- 
voir Taire autre chose, il faudrait reprendre les quadratures méca- 
niques de M. Darwin. Mais si l'on examine l'allure des courbes, il 
semble qu'à un certain momenl l'orbite du salellîte A a dû passer 
par Jupiter et qu'ensuite il est devenu ce que M. Darwin appelle 
un satellite oscillant. 



<)83. Etudions de plus près les planètes A et le passage de ces 
planètes de la stabilité à rinstabiliti'. 

Les orbites de ces planètes correspondent à ce que nous avons 
appelé solutions périodiques île la première sorte (n" 40). 
L'orbite à point double qui fait deux fois le tonr du Soleil et qui 
diffère peu de celle de la planète A au momenl où l'orbite de 
celte planèle vient de devenir instable; cette orbite à point double, 
dis-je, correspond à ce que nous avons appelé solutions pério- 
dirjues de la rleuTiènte sorte (47). 

Et, en effet, si l'on applique aux solutions de la première sorte 
le procédé par lequel nous avons déduit les solutions périodiques 
du deuxième genre de celles du premier genre, on retombe pré- 
cisément sur les solutions de la detixième sorte. 

Dans les solutions de la deuxième sorte, les moyens mouvements 
anomalistiques, peu différents des moyens mouvements propre- 
ment dits, sont dans un rapport coraniensurable. Nous devons 
donc nous allendrc à ce que pour notre solution de la deuxième 
sorte (et, par conséquent, pour la planète A au moment du pas- 
sage de la stabilité à l'instabilité), le rapport des moyens mouve- 
ments soit voisin d'un nombre commensurable simple et même 
ici, puisque l'orbite doit faire deux fois le tour du Soleil, il sera 
voisin d'un multiple de 4- 

En d'autres termes, au moment du passage, la quantité que 
M. Darwin appelle n'V, doit être voisine d'un multiple de u. 

Cest, en effet, ce qui arrive; les tableaux de M. Darwin nous 
donnent 

C =4o A stable, «T= ii4", 

hT^ ili-i°, 



G = 39,-; 


A stable, 


C = 3c, 


A instable, 


G =3S,5 


A instable, 
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On voit que le passage a dû se faire environ pour /iT = 170**, 
et ce nombre est voisin de iSo*'. 

Le mojen mouvement de la planète A est donc à peu près 
trois fois celui de Jupiter. 

On pourrait songer à appliquer à l'étude de ces solutions de la 
deuxième sorte les principes du Chapitre XXX; mais on rencon- 
trerait des difficultés parce qu'on se trouve dans un cas d'excep- 
tion. Il vaut mieux reprendre cette étude directement. 

384. Reprenons les notations du n'*313 et posons, comme dans 

ce numéro 

rri = L - G, Xt = L -4- G, 

-^ri ^l — ^-^t, -^yt^ l-^g — t, 
F'=-- Rh-G-t Fo-4-iJtF,-r..., 

La quantité L doit élre de même signe que G {Cf. p. 200, in fine) 
et l'excenlricité très petite; comme x^ est de l'ordre du carré de 
l'excentricité, cette variable sera également très petite. 

Comme il ne s'agit que de déterminer le nombre des solutions 
périodiques et leur stabilité, nous pouvons nous contenter d'une 
approximation. 

Nous négligerons donc a^Fa et les termes suivants. Dans le 
terme |JlF|, nous ne tiendrons compte que des termes séculaires el 
des termes à très longue période et nous négligerons, en outre, 
les puissances supérieures de x^. Nous aurons ainsi 

F| = a -4- bx\-^ CTiCOScu, 

où flr, 6, c sont des fonctions de Xt seulement et où cxicosw ^st 
le terme à très longue période conservé. 

Les termes à très longue période sont les termes en/-f-3^ — 3l, 
c'est-à-dire les termes en a r^ — V\ ; nous avons donc 

11 vient alors 

F'= -^ — * ' -f- a(a -f- 6a-i-4-cxiC05Ci)) 

et nous pouvons appliquer la méthode de Delaunay. 



Les équations 
d'où 

Avecl'approxiiti 



:aDoniqiies ;Kiincllent l'intégrale 

a-, + 2T, = A, 



u,). 



ion ntlupliie, nous pouvons remplacer n, li, c par 

en désignant par aa, ««, io, Ca ce que devicnncnl a, ■ , b, c 
quand on y remplace j:« par /-. 
Ainsi 

désigncnl des conslLintcï di'pendanl de A' el nous avons 



F' = 



H|ifa-i-3:r, + VX,C 



10). 



Begardons k comme une conslante; ^x, cos- • \^j:, sin- comme 
les coordonnées rectangulaires d'un point dans un plan et con- 
stniiàons la courbe 

P' = C, 

C désignant une seconde conslante. 

Celle courbe dépend ainsi des deux constanles /■ et C, SI elle 
présente un point double, ce point double correspondra à une 
solution périodique, qui sera stable si les deux langeâtes au 
point double sont imaginaires, et instable si les deux tangentes 
sont réelles. 

Observons que la courbe est symétrique par rapport aux deux 
a«s de coordonnées et que deux points doubles symétriques l'un 
de l'autre par rapport à l'origine ne correspondent pas à deu» 
solutions périodiques véritablement distinctes. 

Les points doubles ne peuvent se trouver que sur l'un des axes 
de coordonnées, de telle sorte qu'on les trouvera tous eu luisant 
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la courbe F' -- (j passe par l 'origine et y présente un point double. 
Les tangentes au point double sont données par Téquation 



Si donc 



1 '* 

, -^ fx3 -f- LIY COSU) = o. 



1 '^ 

les tangentes sont imaginaires. Si 
les tangentes sont réelles. Si enfin 

les tangentes sont de nouveau imaginaires. 

Le coefncicnt ^fi est positif; j^ai écrit les inégalités précédentes 
eu supposant aussi y positif. Si y était négatif, on n^aurait 
d^ii Heurs qu'à changer w en co + tz. 

Le point double à Porigine correspond à la solution de la pre- 
mière sorte, c'est-à-dire à la planète A de M. Darwin. On voit que 
cette solution est stable quand les inégalités (i) ou (3) ont lieu et 
instable quand les inégalités (->.) ont lieu. 

Kuulions maiulenant les poinis doubles qui peuvent se trouver 
sur la droite (o : : o. 

Si Ton fait m -= o, la fonction F' devient 

{V F'.--. * ,-♦--— *^' -f- jia-f-ji:r|(a-T- y)= C. 

Si« laissant k constant, on lait varier X| depuis o jusqu^à A', on 
voit que les maxima et minima de F' sont donnés par l'équation 

laquelle admet une solution si rinégalité (3) a lieu et n'en admet 
jms dans le cas contraire. 

Si doue riuêgalilê ^v)^ u*a pas lieu^ la fonction F' est constam- 
mt^nl dêcr\)issanle si elle a lieu: la fonction F' d'abord croissante 
alleiul uu maximum et décroît ensuite. 
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Ce maximum correspond à un point double situé sur la 
droite w = o, ou plutôt à deux points doubles symétriques par 
rapport à Torigine. 

Mais il nous faut chercher combien nous trouvons de ces points 
doubles pour une valeur donnée de la constante C; l'équation (5) 
nous donne Xi en fonction de A", il faut en déduire Xt en fonction 
de C. 

Or les équations (4) et ( .")) peuvent s'écrire 



d'où 



v = 


,, d?' 
^' dx, 


— <) 


dC dV 


dV dk 


dF' dk 


dxx ~~ dxx 


dk dx\ 


dk dxi 


d^r 


d^ F' dk 

ê M » » 


— (). 



dxj dkdxi dxi 
Or on a, en négligeant les termes en |i., 



d'où 



dF' ^ ^F' _ 

dk ' dxi 



dV 
-dk~-' 



div d^v d^r 



.- = o ; 



d'où 



dk dxx dx[ " dx 



î ~-'^k--xx]'^-'^\Hj 



^ _ dC 

dxx ~~ ' dxx 



d'où il résulte que Xx est une fonction constamment décrois- 
sante de C. 

Donc pour une valeur de C, nous avons seulement au plus 
un maximum, c'est-à-dire que nous avons au plus deux points 
doubles symétriques l'un de l'autre par rapport à l'origine sur lu 
droite o) = o. 

Soit donc Co la valeur de C qui satisfait à la double égalité 

Go = ^ H- - H- [xa, 
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nous verrons que, pour C >► C©, îl n'y aara pas de point double 
fiur la droite w = o et que, pour C < Cp, il y en aura deux. 

I^ même discussion est applicable au cas des points doubles 
silués sur la droite eu = tc. Les valeurs de x^ seront données par 
r équation 



C» hÏH) 



3 



(A-x, 



_-_^jx(?-Y) = o 



luquelle admet une solution si les inégalités (2) ou (3) ont lieu. 
Si alors C| est la valeur de C qui satisfait à la double égalité 

la condition pour qu'il existe deux points doubles sur la droite 



(0=7:, 



c'est que C <I C|. 

Nous remarquerons que C|>>Co; que Co est la valeur de C 
pour laquelle on passe de Tinégalilé (2) à l'inégalité (3) et que 
(]| (\st celle pour laquelle on passe de l'inégalité (1) à l'inégalité (2). 

D'ailleurs en construisant les courbes, on reconnaît aisément 
(|uo |>our les points doubles situés sur (o = o les tangentes sont 
réelles et que, pour les points doubles situés sur co = 7:, elles sont 
imaginaires. 

Mous pouvons donc résumer nos résultats comme il suit : 

Premier cas 

C>C,. 

l/inégalité (1) a lieu. 

La solution de la première sorte (planète A) est stable. 
Il n\ a pas de solution de la deuxième sorte (orbite à point 
double "1. 

Deuxième cifs 

Cl > C > C^. 

Ia*s inégalités \^i) ont lieu. 

l«ii solution de la première sorte est devenue instable. 

11 y a une solution de la deuxième sorte qui est stable. 
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Troisième cas 

L'inégalité (3) a Heu. 

La solution de la première sorte est redevenue stable. 

Il j a deux solutions de la deuxième sorte, Tune stable et 
Tautre instable : la première correspondant aux deux points 
doubles situés sur la droite co :=?:, et la seconde aux deux points 
doubles situés sur la droite 10 = 0. 

Ces conclusions sont vraies pourvu que [/. soit suffisamment 

petit; la valeur adoptée par M. Darwin, jjl = — > est-elle suffisam- 
ment petite? 

Je ne l'ai pas vérifié, mais cela semble très probable. 

Il est donc vraisemblable que, si M. Darwin avait continué 
Téludc des planètes A pour des valeurs de C plus petites que 38, 
il aurait retrouvé des orbites stables. 



H. P. - III. î*4 
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES DE DEUXIÈME ESPÈCE. 



385. Reprenons les équations du n® 13, 

dx! flF dyt dV ^ „ „ 

avec p degrés de liberté. D'après ce que nous avons vu au n** 42, 
ces équations admettront des solutions périodiques telles que, 
quand t augmente de la période ï, les variables j'i/ï'o, . . ^yXp 
augmentent respectivement de 

Les entiers Ai , A'^, . . . , fcp peuvent être quelconques. 

Mais cela n'est vrai que si le hessien de Fo par rapport aux. x 
n*est pas nul. La démonstration du n" 42 est en défaut, quand ce 
hessien est nul, et en particulier quand F© ne dépend pas de 
toutes les variables x. 

Or, c'est précisément ce qui arrive dans le problème des trois 
corps. Je rappelle que j^i, y^] j'3, y^] y-^, y^^ représentent alors 
respectivement les longitudes moyennes des planètes, celles des 
périhélies et celles des nœuds, et que F© dépend seulement des 
deux premières variables x^ et X2 qui sont proportionnelles aux 
racines carrées des grands axes. 

Considérons alors une solution périodique; d'après les conven- 
tions faites, une solution sera regardée comme périodique pourvu 
que les différences des j^ augmentent de multiples de air, quand / 
augmente d'une période, et en effet F ne dépend que de ces diffé- 
rences. 

Soient donc 



les quaDliiês dont Hiigmenlcni 



I 



7i- 



}■'' 



J->- 



quand t augmente d'une période. 

Tout ce que nous avons pu établir au Chapitre III, c'est qu'il 
existe des solutions périodiques correspondant à des videurs 
quelconques de fci et Aj, mais en supposant kt, /■, et Aj nuls. 

On peut se demander s'il existe encore ici, comme dans le cas 
giincrat, des solutions périodiques correspondant à des valeurx 
quelconques des cinq entiers k, solutions que je pourrai appeler 
rfff deuxième espèce. 

386. Ces solutions de deuxième espèce existent-elles? On sera 
tout d'abord tenté de répondre aflirmativcment, en s'ii|ipu^'ant 
sur des raisons de continuité et en rétlécliissanl qu'il suflit de 
modifier 1res peu la forme de la fonction F pour retomber sur des 
équations canoniques auiquelles s'appliquent les raisonnements 
du n- 42. 

Mais alors une diriïculté se présente : que deviennent ces solu- 
tions quand on annule la quantité que nous avons appelée "^ et 
qui est proportionnelle aux masses perturbatrices? 

Si les masses perturbatrices sont nulles, les deux planètes 
suivent les lois de Répler; les périhélies et les nœuds sont fixes, 
de sorte que les nombres A-j, ^"4 et Aj ne peuvent avoir, semble-l-ïl, 
d'autre valeur que zéro. 

Voici comment cette dilliculté peut être résolue. Si les masses 
sont infiniment petites, les deux planètes suivront les lois de 
Répler, à moins que leur distance ne devienne elle-même à 
cerlnins moments injinimeni petite. 

Supposons, en effet, que les deux planètes, d'abord très éloi- 
gnées l'une de l'autre, décrivent l'une et l'autre une ellipse 
képlérienne. Il pourra arriver que ces deux ellipses se rencon- 
trent, ou passent très près l'une de l'autre, et cela de telle façon 
qu'à un eerlain momenl la distance des deux plani-tes devienne 
très petite; à ce moment, leur action perturbatrice mutuelle 
pourra devenir sensible et les deux orbites subiront des perturba- 
tions importantes. Puis les planètes, s'étant de nouveau éloignées 
l'une de l'autre, décriront de nouveau des ellipses képlériennes. 
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Seulement ces nouvelles ellipses difiereronl beaucoup des an- 
ciennes; les périhélies et les nœuds auront subi des variations 
considérables. 

Je désignerai sous le nom de choc ce phénomène, bien qu'il ne 
s'agisse pas d'un choc au sens propre du mot, puisque les deux 
planètes ne viennent pas au contact et qu'il suffit que leur distance 
devienne assez petite pour que l'attraction soit sensible malgré la 
petitesse des masses. 

Quoi qu'il en soit, si l'on tient compte de ces orbites avec 
chocs, il n'est plus vrai de dire que, pour (a = o, les périhélies et 
les nœuds sont fixes et que, par conséquent, les nombres Ats, k^ 
et A^5 doivent êlre nuls. 

Nous sommes ainsi conduits à penser que les solutions de 
deuxième espèce existent et que, si l'on fait tendre \k vers zéro, 
elles tendent à se réduire à des orbites avec une série de chocs. 
Mais cet aperçu ne saurait suffire et un examen plus approfondi 
est nécessaire. 

387. Rendons-nous compte d'abord de l'effet d'un choc; soient 
£ et Ë' les ellipses décrites par la première planète avant et après 
le choc; soient E| et E', les ellipses décrites par la seconde pla- 
nète. Il est clair que ces quatre ellipses doivent se couper en un 
même point et de telle façon que les deux planètes en décrivant 
ces quatre orbites passent au point de rencontre à l'instant du 
choc. 

En effet, tant que leur distance est sensible, les deux planètes 
décrivent des courbes peu différentes d'une ellipse; pendant le 
temps très court où leur distance est très petite, elles décrivent au 
contraire des orbites très différentes d'une ellipse. Ces orbites se 
réduisent à de petits arcs de courbe C de rayon de courbure très 
|)etit et très peu différents d'arcs d'hyperbole. A la limite, le temps 
très court du choc se réduit à un instant; les petits arcs C se 
réduisent à un point et l'orbite, se réduisant à deux arcs d'ellipse, 
présente un point anguleux. 

Pour achever de définir les orbites E, E', E|, E', , il faut con- 
naître en grandeur et en direction les vitesses des deux planètes P 
et P| avant et après le choc. Quelles relations y a-t-il entre ces 
vitesses? J'observe d'abord que la vitesse du centre de gravité des 
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deux corps P et P( doit, être la même avant et après le choc et 
cela tant en grandeur qu'en direction. 

Considérons maintenant la vitesse relalive de P par rapport 
à P,, cette vitesse devra èlre la mi^rae en grandeur avant et après 
le choc; mais elle pourra différer en direction. 

Voici la règle pour déterminer la direction de celle vitesse 
après le choc. 

Considérons des axes mobiles dont l'origine est en P, , et con- 
sidérons une droite .\B qui représente en grandeur et direction 
la vitesse relative de P par rapport à P, avant le choc. Cette 
droite AB doit passer par le point P,, puisque le corps qui 
est animé de la vitesse qu'elle représente doit venir choquer le 
point P, , fixe par rapport û nos aies mohiles. Mais cela n'est 
vrai qu'à la limite, cela n'est vrai que parce que nous regardons 
comme des infiniment petits les masses d'une part, et d'autre part 
la distance à laquelle l'attraction mutuelle de P et P, commence 
à se faire sentir, c'est-à-dire ce qu'on pourrait appeler le rayon 
d'action. Il serait donc plus exact de dire que la distance ô de P| 
à la droite AB est on infiniment petit du même ordre que le rayon 
d'action. 

Soit maintenant A'B' la droite qui représente la vitesse relative 
de P par rapport ù l'i après le choc; A'B' est égale en grandeur 
à AB et la distance de P, ïk A'B' est égale à 5. 

Voici enfin la règle pour déterminer la directloti de A'B'. Le 
point P, et les deux droites AB et A'B' sont dans un même plan 
(à des infiniment petits pn''s d'ordre supérieur); l'angle de AB cl 
de A'B', est déterminé comme il suit : la tangente de la moitié de 
cet angle est proportionnelle à 5 et au carré de la longueur de AB. 

On voit ainsi que lu direction de A'B' peut être quelconque. 

Les seules conditions auxquelles sont assujetties nos quatre 
vitesses sont doue les suivantes : permanence de la vitesse du 
centre de gravité en grandeur et en direction; permanence de la 
vitesse relative en grandeur seulement. Ces conditions peuvent 
encore s'énoncer ainsi : 

La force vive cl les constantes des aires ne doivent pas être 
altérées par le choc. 

388. Cherchons à construire les orbites avec chocs qui sont les 
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limites vers lesquelles tendent les solutions de deuxième espèce 
quand jjl tend vers zéro. 

J'observe d'abord que pour qu'une semblable orbite soit pério- 
dique, il faut supposer au moins deux chocs. Supposons d'abord 
que deux chocs consécutifs n'aient jamais lieu au même point. 
Soient donc E et E| les ellipses décrites par les planètes P et Pi 
dans l'intervalle de deux chocs consécutifs. Ces deux ellipses 
devront se couper en deux points et, comme elles ont un foyer 
commun, elles sont dans un même plan, à moins que les deux 
points d'intersection et le foyer ne soient en ligne droite. 

Supposons-nous placés dans ce cas d'exception; soient Q et Q' 
les deux points d'intersection des ellipses E et E| que je ne sup- 
pose pas dans le même plan; ces deux points sont en ligne droite 
avec le foyer F; soient E et E^ les ellipses décrites par les deux 
planètes après le choc. Elles passeront par le point Q, où le choc 
vient de se produire, et elles ne seront pas en général dans un 
même plan; leurs plans se couperont suivant la droite FQ, de 
sorte que leur second point d'intersection (qui doit exister si deux 
chocs consécutifs n'ont jamais lieu au même point) se trouvera 
sur celle droite FQ. J'ajoute que les deux ellipses E et E| auront 
même paramètre. En effet, les points F, Q et Q' étant en ligne 
droite, l'inverse du paramètre de l'ellipse E ou de l'ellipse E| 
1 I 

Cela posé, voici comment il conviendra d'opérer. Supposons 
quatre chocs pour fixer les idées; soient Q,, Qo, Qs, Q4 les points 
où ont lieu ces quatre chocs. 

Nous pouvons nous donner arbitrairement ces quatre points, 
pourvu, bien entendu, qu'ils soient sur une même droite passant 
par F. 

Nous devons construire deux ellipses E et E| se coupant en Qi 
et Q2, deux ellipses E' et E', se coupant en Q2 et Q3, deux autres 
E" et E^ se coupant en Q3 et Q4; deux autres enfin, E'" et E* se 
coupant en Q4 el Q|. 

L'orbite de P se compose d'arcs appartenant aux quatre ellipses 
E, E', E", E'" et celle de Pi d'arcs appartenant aux quatre ellipses 

■1^1 > ^4 ? ^1 ♦ *^4 • 

Nous nous donnerons arbitrairement la constante des forces 
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vives el celles des aires; ces constantes devront être les mêmes 
|)OUr l'inlervalle entre les deux premiers chocs (orbites E el E() 
pour l'intervalle suivant cl pour tous les autres intervalles; c'est 
d'après le numéro précédent la seule condition que nous a^ons à 
remplir. 

Pour construire E el E,, voici comment nous procéderons : 
envisageons le mouvement des trois corps: comme nous suppo- 
sons [A ^ o, ce mouvemenl est képlérien el le cor[)S centrai peut 
élre regardé comme fixe en F. Nous connaissons la force vive 
totale du sjstème. Les deux planètes P el P, doivent partir stmul- 
lanëmenl du point Qi pour arriver simultanément au point Qg. 
Quand P el P| vont de Q, à Qj, la longitude vraie de P augmente 
de (a/ii -h 1)1: et celle de P, augmente de {im, -+- i)ir. Nous pou- 
vons encore nous donner arbitrairement les deux entiers m et m, . 
Le problème est alors enti^Temenl déterminé; il importe de re- 
marquer que l'inclinaison des orbites n'y intervient pas : on peut, 
pour le résoudre, supposer le mouvement pian. Le problème peut 
toujours être résolu; il suflit, en effet, d'appliquer le principe de 
Mauperluis et l'action mauperluisienne, essentiellement positive, 
a toujours un minimum. 

11 reste à déterminer les plans des deux ellipses. Nous connais- 
sons les constantes des aires; nous connaissons donc le plan inva- 
riable qui passe par la droite FQ,Qs; ia vitesse aréolaire du 
système est représentée par un vecteur perpendiculaire au plan 
invariable el qui nous esl connu en grandeur et en direction; il 
est la somme géométrique des vitesses aréolaires des deux pla- 
nètes, représentées par deux vecteurs qui nous sont counus en 
grandeur puisqu'ils sont respectivement égaux à ntp et m,p, m 
et ni, étant les masses des deux planètes et/) le paramètre commun 
des deux ellipses Eet E,. Nous pouvons donc construire les direc- 
tions de ces deux vecteurs composants qui sont perpendiculaires 
respectivement au plan de E el à celui de E, . 

On déterminerait de même E' el E',, E" el EJ 

389. Supposons maintenant que tous les cliocs successifs aient 
lieu en un même point Q. La période sera divisée en autant d'in- 
tervalles qu'il y aura de cliocs ; envisageons l'un de ces inlervallcs 
pendant lequel les deux planètes décrivent les deux ellipses E 
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et E|. Nous Dous donnons, comme dans le numéro précédent, les 
constantes des forces vives et des aîres qui doivent être les mêmes 
pour tous les intervalles et il s'agit de construire E et E|. 

Supposons que, pendant Tintervalle envisagé, la planète P ait 
fait m, et que la planète P| ait fait nit révolutions complètes; 
nous pourrons nous donner arbitrairement les deux entiers m 
cl m t. Connaissant ces deux entiers nous connaîtrons le rapport 
des grands axes, et comme nous connaissons, d'autre part, la con- 
stante des forces vives, nous connaîtrons les grands axes eux- 
mêmes. 

Nous connaissons, d'autre part, les constantes des aires et, par 
conséquent, le vecteur qui représente la vitesse aréolaire du sys- 
tème. Ce vecteur peut être décomposé d'une infinité de manières 
en deux vecteurs composants représentant les vitesses aréolaires 
de P et P|. Nous nous donnerons arbitrairement cette décompo- 
sition. Connaissant ces deux vecteurs composants nous connaî- 
trons les plans des deux ellipses et leurs paramètres. Il reste à 
connaître l'orientation de chacune des ellipses dans son plan; nous 
la déterminerons de façon à faire passer l'ellipse par le point Q. 

En résumé nous avons pu choisir arbitrairement : 

i** Le point Q et le nombre des intervalles; 

2"* Pour tous les intervalles, la constante des forces vives et 
celle des aires; 

3** Pour chaque intervalle, les entiers m et /?i| et la décompo- 
sition du vecteur aréolaire. 

Pour que le problème soit possible, ces arbitraires doivent 
cependant satisfaire à certaines inégalités que je n'écrirai pas. 

390. Laissons de côté ces cas exceptionnels, où tous les chocs 
ont lieu sur une même droite ou en un même point, et passons 
au cas du mouvement plan. Soient Qi, Q2, .... les points où se 
font les chocs successifs; nous nous donnerons arbitrairement la 
constante des forces vives et celle des aires qui devront être les 
mêmes pour tous les intervalles. 

Considérons Tun des intervalles, par exemple celui où les deux 
planètes vont de Qi en Qj. Nous nous donnerons arbitrairement 
les grandeurs des deux rayons vecteurs FQi et FQ^, mais non pas 
Tangle de ces deux rayons vecteurs, ni la durée de Tintervalle. 
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Nous savons que dans cet iniervallc, la dilTiirence de longilude 
des deux plunèLes a augmente de anin. Nous nous donnerons 
arbitrairemeni l'entier m. 

Connaissant cet entier, les deux longueurs FQ, et FQ,, les 
deux constantes des forces vives et des aires, nous avons tout ce 
qu'il faut pour déterminer les orbites E et E,. Cela revient à 
appliquer le principe de Maupertuis, mais en dcfinissanl l'action 
hamiltonîenne comme au n° 339 et en en déduisant l'action mau- 
pertuisienne par le procédé des n'" 336 et 337. Mallieureui^ement 
cette action mauperluisienne n'étant pas toujours positive, on 
nVst pas certain i[u'elie ait toujours un Aiinimum. 

En résumé nous pouvons choisir arbitrairemeni : 

I" Le nombre des intervalles et les longueurs FQ,. FQj, . . .; 

2' Les constantes des aires el des forces vives ; 

3° Pour chiKjue intervalle, t'enlier m. 

Les orbites à chocs ainsi obtenues sont toutes planes; parmi 
les orbites périodiques de deuxième espèce qui se ri^duisent à ces 
orbites à chocs pour ^^l ;= o, il y en a certainement qui sont planes; 
il esl possible également qu'il y en ait qui ne soient pas planes 
pour ]A >o et ne le deviennent qu'à la limite. 

391. Voyons maintenant comment on peut démontrer l'exis- 
tence des solutions périodiques de deuxième espèce qui se rédui- 
sent à la limite aux orbites à chocs que nous venons de construire. 

Considérons l'une des orbites à chocs et soit li, un instant 
antérieur au premier choc et /( un instant compris entre le pre- 
mier et le second choc. Soit de même t^ un instant compris entre 
le second et le troisième choc. Je suppose pour User les idées 
qu'il j ait trois cbocs et j'appelle ï la période de telle façon qu'à 
l'instant /o -*- T les trois corps se trouvent dans la même situa- 
tion relative qu'à l'instant /„, 

Je prends pour variables les grands axes, les inclinaisons et les 
excentricités, et les différences des longitudes moyennes, des 
longitudes des périhélies et des nceuds; soit en tout onse variables, 
de telle façon que l'orbite soit regardée comme périodique si les 
trois corps se retrouvent dans la même situation relalive à la fin 
de la période. 

Soient x" Xj, • . ., uF? les valeurs de ces variables à l'instant t^ 
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pour l'orhile à chocs envisagée et par conséquent pour |jl = o; 
soient x}^ les valeurs de ces variables à Tinstant /| pour cette 
môme orbite à chocs, xj leurs valeurs à Tinstant ^2 et x' leurs 
valeurs à l'instant /o -+■ T. On aura 



xj = a:? -+- iiriiT. 



i i 



nu étant un entier qui devra être nul en ce qui concerne les 
f^rands axes, les excentricités et les inclinaisons. 

Considérons maintenant une orbite peu différente de l'orbite à 
chocs, et donnons à p. une valeur très petite quoique différente 
de zéro. Dans cette nouvelle orbite, nos variables prendront les 
valeurs t,- -H P? à Tinslant t^^ x] -\- ^l à Tinstant ^, x^ -y- ?/ à 
rinslanl /» et enfin x] -f- P? à l'instant ^0 -r T -f- t. 

I^a condition pour que la solution soit périodique de pé- 
riode ï 4- T c'est 

P? = P?. 

l\)ur qu'en supposant [Ji = o un choc se produise entre 
l'instant t^ et l'instant /|, les variables p^^ doivent satisfaire à 
deux conditions. 

Soionl 

/i(??)=/t(3?) = o 
ces doux conditions. 

Posons 

/ivîip-ïîK. /i(??)=tSk; Pa = ïï (A- = 3, 4, ..., II); 

on voit que les p^^ sont des fonctions holomorphes des yj et de |jl; 
on appliquant les principes du Chapitre II on démontrerait qu^il 
m t\^i c/f* mt^nu* dos ,3,- . 

Pour qu*il v ail un choc entre les instants /| et /j (en suppo- 
sant JJL — o) il faut doux conditions que j'écris 

Uomplaçanl dans los relations (i) les p} par leurs valeurs en 
fonction dos v* ol do u et faisant ensuite ui = o, je trouve 

Posons »lors 
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je verrais que les pj el les (3? sont des fonctions holomorphes des 
yj et de |jl; il en est de même des yj et par conséquent des P". 

Enfin, pour qu'il y ait un choc entre les instants t^ et /o-HTt, 
il faut deux conditions que j'écris 

/î(p?)=/;(p?)=o. 

En y remplaçant les p? par leurs valeurs en fonction des y/ et 
de [X et faisant ensuite ijl = o, elles deviennent 

Je pose 

^ii(ï/)=YÎK» ^it(ï/)=ïiK, H=tî (A-=3, ...,ii) 

et je vois encore que les (3^% les p,-, les p? sont fonctions holo- 
morphes des Y? et de |jl; de même les P? sont fonctions holomor- 
phes des yjj de [jl et de t. 

Les relations p? = p? sont donc des égalités dont les deux 
membres sont holomorphes par rapport aux y?, à [x et à t. La 
discussion de ces équations se ferait comme au Chapitre IIL Elle 
démontrerait l'existence des solutions de deuxième espèce. 

Je ne crois pas devoir insister davantage, car ces solutions 
s'écartent trop des orbites réellement parcourues par les corps 
célestes. 
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CHAPITRE XXXin. 



SOLUTIONS DOUBLEMENT ASYMPTOTIQUES. 



Modes divers de représentation géométrique. 

392. Pour Télude des solutions doublement asymptotiques, 
nous allons nous borner à un cas très particulier, celui du n^ 9, 
masse de la planète troublée nulle, orbite de la planète trou- 
blante circulaire, inclinaisons nulles. Le problème des trois corps 
admet alors Tintégrale bien connue sous le nom à^ intégrale de 
Jacobi. 

Revenant au n® 299 sur Tétude de ce problème du n® 9, nous 
avons été amenés à distinguer plusieurs cas. Nous avons vu à la 
page i58 que l'on doit avoir Tinégalité 

Ti /•, 2 2 

Nous avons distingué ensuite le cas où mi est beaucoup plus 
petit que mj et où — h est sufGsamment grand (p. iSg) et nous 
avons vu que la courbe 

se décompose en trois branches fermées que nous avons appelées 
C|, Cj et C3: donc, en vertu de l'inégalité (1), le point Ç, r^ doit 
rester toujours à Tinlérieur de C|, ou toujours à Tinlérieur de Cj, 
ou toujours à l'extérieur de Cj (;, t, sont les coordonnées rectan- 
gulaires de la planète troublée par rapport aux axes mobiles). 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que la valeur de la 
constante — h est assez grande pour que la courbe (2) se décom- 
pose ainsi en trois branches fermées et que le point Ç, T^ reste 
toujours à rintérieur de C3. De cette façon, la distance r^ de la 
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planète troublée au corps central peut s'annuler, mats il n'en e^t 
pas de m^me de 1» distance /•( des deux planètes. 

Celte hypotli^se correspond à la suivante que nous avons faite 
aus pages ig8 et tgg; à savoir que la courbe F = C prësenle 
l'aspect de iajig- 9 et que le point x,, X3 reste sur l'arc utile AB. 

Nous allons adopter les notations du n" 313; nous introduirons 
donc les variables képlériennes L, G, /, g. Mais il y a deux ma- 
nières de définir ces variables képlériennes. Nous pourrions, 
comme au n" 9, rapporter le corps troublé au centre de gravité 
du corps troublant eldu corps central, et envisager l'ellipse oscii- 
latrice décrite autour de ce centre de gravité. Mais il est préfé- 
rable de rapporter le corps troublé au corp.s central lui-même et 
d'envisager l'ellipse osciilatrice décrite autour de ce corps central. 

Ces deux procédés sont également légitimes; nous avons vu en 
effet au n" H que l'on peut rapporter le corps B au corps A et le 



corps 



lire de gravité de A et de B. Il est clair 



quo 



pourrait également rapporter C à A et B au centre de gravité de A 
et C. Si A représente le corps central, B le corps troublant et C le 



corps troublé, 



D.t qu. 



miére 



slution e 



;elle q 



a été 



e qui 
adoptée au n° 9 et que dans la seconde solution, que nous adopte- 
rons désormais, les deux corps D et C sont rapportés tous deu\ 
au corps central, puisque, ta masse de C étant nulle, le centre de 
gravité de A et de C est en A. 
vient alors 
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On voit, et c'est le point important que je voulais signaler, que, 
dans la région d'où le point Ç, rj ne peut pas sortir, la fonction F| 
reste toujours finie. 

Nous adopterons le mode de représentation de la page 199 et 
nous représenterons la situation du système par le point de 
Pespace dont les coordonnées rectangulaires sont 

A = . : -7= f I = . = -. y 

V^i -H 4 J^i — ^ V ^1 ^^s^i V «^2 -<- 4 -^i — '^ \^i cosj'i 

2 /j?i smyx 



Z = 



^Xi -+-4^1 — '^ /^l COS/i 



Xx 



On voit que quand le rapport — est constant, le point X, Y, Z 

X2, 

décrit un tore; que ce tore se réduit à Taxe des Z quand ce 
rapport est infini et au cercle 

Z=o, X«-+-Y»=i, 

(|uand ce rapport est nul. 

Les dérivées -5— î et -j-^ restent finies dans la région considérée, 

dxx dxx ° ' 

de même que la fonction F| elle-même, sauf quand x^ ou X2 est 
très petit, il n'en serait pas de même des dérivées -j-^y -z-^ qui 
pourraient devenir infinies pour r2 = o. 11 en résulte que 

df dF' 

dxi dXf 

différent Irrs peu de -7-^ et -j-^- Nous avons vu à la page 200 que, 

dans riijpothùse où nous nous sommes placés, -^ et par consé- 

(|uent /ïj ne peuvent s'annuler parce que la constante C des forces 
vives (la constante C du n** 313 se ramène facilement à la con- 
stante A du n* 299) est plus grande que - (à la page 200, il faut 

3 . 3 \ 

lire partout - au lieu de - ) • 

^ 2 4/ 

Nous aurons donc, si Xj n'est pas très petit, 

Alj>0, 



est toujours croissaol, 



rxj 1res pelil. 



Y=o, X>o. 
ind ^1, j-j, _)■(, Yi varieront conform^menL aux éqtialious 



lelle! 



Di \, Y, Z décii 



une certaine trajectoire; 



indy^ (]ui croit conslainment atteindrais valeur 211:, le point X, 



Y, / venu en M,, se trouvera de nouveau snr le dem 
V>o. 

Le point M, est alors le consii'quent de M, d'après la dt^linilion 
du n" 303. Comme yj esl toujours croissant, tout point du demi- 
plan a Tin conséquent et un anléci^dent; il n'y a exception que 
pour X, très petit, c'est-à-dire pour les points du demi-plan qui 
sont très éloignés de l'origine ou très voisins de Taxe des Z. 

Nous aurons un invariant intégral au sens du n" 30a; cherchons 
à former cet invariant. 

Les équations étant canoniques admettent l'invariant intégral 

ibles nouvelles F', s,yi,y-i; 



Posons z ::= ~ cl prenons poui 
l'invariant deviendra 



7: 



r/K' '/[■"./ xim-t-Txnt 



De cet invariant quadruple nous déduirons (à cause de l'exis- 
tence de l'intégrale F'= C) l'invariant triple 



n 



rfr. 



Dans celte inlcgrulc triple a^,,Xj, n, = j~ 

lUppoics remplaces en fondions de z, y,^ y.^ à l'aide des équa- 

Prenons maintenant pour variables \, Y, Z et appelons A le 
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'/ 



jacobien de X, Y, Z par rapport à 3, J'i,^'2î l'invariant deviendra 
Soit 

n = —r^ > L=——=. y 

^Z -^ i —1 COS^i /.s -h 4 — 2 COS^i 

d'où 

X = R cos^', Y = R sin^2. 

Posons encore 

D = [(R-i)«-4-Z«][(R-+-i)*-+-Z«J; 

un calcul simple donne 

RD 



A = 



8 \/z{z-i- 4) 
Notre invariant s'écrira donc 

8^f \/z{z-^ Ji)d\ d\ d7. 



f 



{Xi rii -h jrj/ij)RD 



Les principes du n° 30o nous permettent d'en déduire l'inva- 
riant suivant au sens du n*' 305 



/ 



U .ri /ii-H a^j/ij 



Ici /72 et R jouent le rôle que jouaient Û et p dans l'analyse du 
n" 305. 

La quantité sous le signe / est essentiellement positive, sauf 

pour X2 très petit, c'est-à-dire pour les points du demi-plan très 
éloignés de l'origine ou très voisins de l'axe des Z. 

393. Cette circonstance (qu'un point n'aura plus de consé- 
quent s'il est trop éloigné ou s'il est trop près de l'axe des Z) 
pourrait causer quelque gêne et il peut être utile de tourner celle 
difficulté par un artifice quelconque. 

Nous pourrions d'abord utiliser la remarque du n® 311 et rem- 
placer notre demi-plan par une aire courbe S simplement con- 
nexe. Voici comment nous choisirions celle aire courbe. 

Si j*2 <îsl très petit, l'excentricité est très petite et les deux 
plantâtes circulent en sens contraire; les principes du n** 40 sonl 
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a|)pticab[es cL nous permclLenl d'affirmer l'exislencc d'une solu- 
tion pcriodl(|iie de la première <>ortc qui satisfera évidemment 
aux conditions suivantes : les (|ucintil<'s 



.'ïio 



I 



sont des fonctions périodiques du temps (; ces fondions d(?pea- 
deiil en outre de [* et de la constante des forces vives C; elles 
sont développables suivant les puissances de i).; lu période T 
dépend anssi de \i. et de C. L'angle^, augmente de ai: quand ( 
aufçniente d'une période. Enfin y'j'acosj'j et ^^ijsiD^j sont divi- 
sibles par [A, de sorte que pour jjl ;^ o on a jtj ^= o. 

Avec notre mode de représentation, celle solution périodique 
que j'appelle t est représentée par une courbe fermée K ; comme 
jc-j est 1res petit quand |jl est trî-s petit, celte courbe s'écarte très 
peu de l'ase des Z; je veux dire qu'elle s'en écarte peu de même 
qu'un cercle de rayon très grand s'écarte peu d'une droite. Tout 
point de la courbe K. est, ou 1res éloigné de l'origine ou très 
voisin de l'axe des Z. 

Cela posé, notre aîre courbe S aurait pour périmi-lre la courbe K, 
elle s'écarterait peu du demi-plan Y^o, X >o, sauf dans le voi- 
sinage iinmédial de la courbe K. Il sérail facile d'ailleurs d'aclievcr 
de la déterminer de telle manière que tout point de celle aire ei^r 
un conséquent sur cette aire elle-m^me. Il suffirait pour cela qtie 
si j'appelle (T) une trajectoire quelconque, c'oat-à-dire une de- 
courbes définies dans notre mode de représentation par les é<ju;i- 
lions différentielles, il sufllrait, dis-je, que la surface S ne fùl tan- 
gente en aucun point à aucune des trajectoires (T). 

Mais il j a un autre moj'en, qui an fond ne diffère pas i: 
mier. La difficulté, pour peu qu'on y rëllécbisse, rappellei 
du Cbapilre XII; nous sommes donc conduits à faire un cha 
ment de variables analogue à celui du n** lio. 

Posons d'abord 



Il pi L- 

a celle 






-^■r. 
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OÙ S| est une fonction de $!,, Tjo, x\^yx> Soit ensuite 



(0 



et enfin 



(iS , c/S| , ciS dS, 



$'j = /^x'j cos^j, t/j = v/2 3:-^ sinj;. 



J'observe d'abord que la forme canonique des équations ne sera 
pas altérée quand des variables X|, j^<, X2^ J^2, je passerai à ^,, 
yi, $2, -^2, puis à x;, y\, $;, Yi;, puis enfin à a:;, y^, ^2»rî;- 

Il me reste à choisir la fonction S^. 

Je sais que F' est dans le domaine envisagé une fonction holo- 

morphe de ^/ixicosyt^ y/a Xi sinj^n v/2X2COsj^,, y/â^sinj^^. Je 
veux qu'elle reste fonction holomorphe des nouvelles variables 



2x'iC0syiy /2Ï;sin^;. 



Pour cela je veux que les variables anciennes \/'2Xi . yi soient 



fonctions holomorphes des variables nouvelles \Jix\ . y\ et de [jl. 

A cet cflet, il nous suffira de supposer que S| est fonction holo- 
morphe de 

et est divisible par x\ , 

Je veux ensuite que pour notre solution périodique t, on ait 

C^ = t/j = o, a*', = a:f = const. 
Soient donc 

;î=A, r,j=B, xi = C 

les équations de la solution périodique; A, B, C sont des fonc- 
tions de j^i, périodiques de période 211 et développabies suivant 
les puissances de jjl. 

Alors C -, — B sera aussi une fonction périodique de y^ ; 

soit x\ sa valeur moyenne; on pourra trouver une autre fonction 
périodique a telle quo 

d\ w^ f, d:L 
dyx * ^/ii 
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Nous n'aurons plus alors qu'à supposer que, pour x\ = xl^ la 
fonclion [xS^ se réduise à 

(•2) a — Bj'j-i- At^j. 

Cela suffira pour que les équations de la solution périodhjue se 
réduisent avec les nouvelles variables à 

f — y' — o -r' — :i'<^ 

Ç2 — «12 — *»» ^1 — **1* 

Il est évidemment possible de trouver une fonction ijlSi qui soit 
développable suivant les puissances de \/2x\ . y^ et divisible 

par x\ et qui, en même temps, se réduise à l'expression (2) 

pour ;Z'', = x". 

Adoptons les variables nouvelles x\^ y\^ ^ly y'i' 
La fonction F', qui était holomorphe par rapport ày/a^ri . j'i, 
ces j 4 1 I 1 . -. / rcos , 



\/'àX2 . ya, sera de même holomorphe par rapport à \]'2x\ . y\^ 



y'2 j:'jj . j!.. D'autre part, comme une des solutions des équations 
d i (Té renli elles est 

on devra avoir pour ;!, = r.^^o, x\ = xj, les relations suivantes 



dF __ dV _ d?' _ 

Pour les petites valeurs de \\ et r,!j, F' est développable suivant 
les puissances de 51 etr/2. En vertu des relations (3), pour or', =^ x\^ 
les termes du premier degré de ce développement disparaissent et 
les terme's de degré zéro se réduisent à une constante indépen- 
dante de jJL|. 

Cette constante ne peut d'ailleurs être autre chose que la con- 
stante des forces vives C; de sorte que les conditions $!,== 7,2 = 0, 
x\ = x\ peuvent être remplacées par les suivantes 

ï; = r,; = o, F'=c. 

Ainsi, pour F'= C, les termes du premier degré en \[, et r/^ dispa- 
raissent dans le développement de F'. 

La difficulté provenait de ce que F' et F| contenaient des termes 
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<lii premier degré en 

ift que, par conséquent, la dérivée -j-^, contenant des termes 

en - » devenait infinie pour X2 = o. 

Ici celte difficulté n'existe plus; nous n'avons plus de termes 
(lu premier degré en ç^, r,^; donc la dérivée ^-4 reste finie, même 

pour x'.^ = o, et ^-r> qui diffère très peu de -7-?» conserve toujours 

le même signe. Donc, avec nos nouvelles variables qui, d'ailleurs, 
ne diffèrent des anciennes que de quantités 1res petites de l'ordre 
fie [JL, nous aurons constamment 

dXm 

Faisons, avec nos variables nouvelles, une convention analogue 
à celle du numéro précédent et représentons la situation du système 
par le point de l'espace dont les coordonnées sont 

)/tj -4- ', t\ — 2 sjx\ cos^; }Jx\ -h \ t\ — 1 yjx\ cos^; 



dx' 
Tout ce que nous avons dit subsistera; seulement comme -^ 

ne peut jamais s'annuler, tout, point du demi-plan, sans excep- 
tion, aura un conséquent. 

Je dis maintenant que Tinvariant intégral est toujours positif. 
Il ne pourrait y avoir de doute que pour le dénominateur qui, 
avec les mêmes variables, était x^nx-\- x^n^ et qui serait mainte- 
nant 

/ , ./F' , dV'\ 

ce qui, en regardant F' comme fonction des quatre variables, 



I.EMENT ASVl 



(leul s'écrire 






Sons celle forme, on voll aîsémenl que le dënomiDateiir al liok 
niorphe par ra|i|)nrl aux £', aux r/ et 3 (i. Or, pour u ^: o, F' ■ 



^j^r 



^- rfX rfZ 



el il esl aisé de vérifier que le dénominateur est toujours positif. 
Il l'est donc encore pour les pelites valeurs de jji. 

39i. Dans ce qui va suivre, nous adopterons donc les variables 
définies an numéro précédent. IVons supprimerons d'ailleurs lef- 
accents devenus inutiles et nous écrirons F, x/et_j-,-au lieu de F'. 
x'j et_yî-. Nous avons alors l'invariant intégral (au sens du n°30o), 

l'Z 
Al __ ^^ 

où 

D=[(X-,)=-^Z'l[(X + i|< + Z'|- 

J'obscrverai d'abord que cet invariant intégral, toujonrs poùilif, 
reste Uni quand on l'élend au demi-plan tout entier. 

En fffcl, si ^"^(X — i)" -<r 7.'- est un infiniment petit du premier 
ordre, le numérateur x'^z{z + 4) est un infiniment petit du 
second ordre et il en est de même de D. Si \/(X — 1)" ^- Y.'* esl un 
infiniment grand du premier ordre, le numérateur reste fini, 
tandis que D esl 1res grand du quatrième ordre. Toutes les autres 
quantités restent finies. 

J'appellerai J^ la valeur de l'invariant J étendue au demi-pLin 
tout entier. 

Ce qui caractérise les solutions périodiques et les courbes tra- 
jectoires qui les représentent, c'est que ces courbes coupent le 
demi-plan en des points dont les conséquents successifs sont eu 
nombre fini; reportons-nous, par exemple, au 11" 312 el, en parti- 
culier, à iajig- 7 de la page 19^. 
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Sur celle figure, la Irajecloire fermée qui représente une solu- 
lîon périodique coupe le demi-plan en cinq points Mo, M|, Mj, 
M3, M4, qui sont les conséquents les uns des autres. J'appellerai, 
pour abréger, un pareil système système de points périodiques 
ou système périodique, 

A chaque solution périodique instable, correspondent deux 
systèmes de solutions asymptotiques; ces solutions sont repré- 
sentées par des trajectoires (au sens du n® 312) et l'ensemble de 
ces trajectoires forme ce que nous avons appelé des surfaces 
asymptotiques. L'intersection d'une surface asymplotique avec le 
demi-plan s'appellera une courbe asymptotique. Ainsi que nous 
l'avons vu sur la Jig. -j, page 194» ^ chacun des points M/ 
d'un syslème périodique instal)le aboutissent quatre branches de 
courbes asymptotiques (MA, MB, MP, MQ) qui sont deux à deux 
dans le prolongement Tune de l'autre. 

Il y a une infinité de courbes asymploliques, car il y a une 
infinilé de solulions périodiques instables et, par conséquent, de 
systèmes de points périodiques instables, même en nous bornant 
aux solutions du premier genre, définies aux n*** 42 et 44. 

Nous distinguerons les courbes asymptotiques de première et 
de deuxième famille, suivant que l'exposant caractéristique cor- 
respondant sera positif ou négatif; celles de la première famille 
sont caractérisées par la propriété suivante; le /i**^"' antécédent 
d*un quelconque de leurs points est très voisin d'un point pério- 
dique si n est très grand; pour les courbes de la deuxième famille, 
ce serait le /i'^"»* conséquent et non le n'^"* antécédent qui serait 
très voisin d'un point périodique. 

Sur la figure de la page 194 '<*s courbes MA et MP sont de la 
première famille et les courbes MB et MQ de la seconde. 

Ces courbes asymptotiques peuvent être regardées comme des 
courbes invariantes au sens du Chapitre XXVII, à la condition de 
faire Tune des deux conventions suivantes; revenons à la figure 
de la page 194, nous voyons la courbe MoAo qui a pour consé- 
quentes successives M|A|, M^Aj, M3A3, M4A4, M0A5. Alors si 
nous convenons d'envisager les cinq courbes MoAq, M| A|, M2A2, 
MsAj, M|A|, cet ensemble constituera évidemment une courbe 
iuvarianle. Ou bien encore si nous convenons de n'envisager les 
conséquents que de 5 en 5, et d'appeler ^'*'™* conséquent celui 



([lie nous appelions jusqu'ici le Hp''""' cons<!qtient, ii csl clair que 
lu courbe MdAoAj envisagée seule sera une courbe invariante. 



Deux courbes de la même famille ne peuvent se couper. — En 
elfet, DU bien ces deux courbes aboutironl à un même point pério- 
ilique, au poinl M„ par eteinple; ces deux courbes coïncideront 
(puisque par Mm ne jiasse, comme courbe de la première famille. 
qucMaAo avec son prolongement MnPo), il s'agît alors de savoir si 
une courbe asjmptotique peut avoir un point douille; la question 
a Hé résolue ni^galivement (n" 309, page iS5). 

Ou bien ces deux courbes aboutiront à deux points périodiques 
d'un même système périodique, par exemple, aux deux points Mb 
f^t M|. Si deux courbes qui seraient alors Mn Ao et M( A| avaient 
un poinl commun Q, le 5/5'^°* antécédent de Q devrait être â la^ 
fois pour p très grand très voisin de Mo, parce que Q appartien- 
drait à MgAu et très voisin de M, parce que Q appartiendrait 
à M, A,, Cela est encore absurde. 

Ou bien enfin les deux courbes aboutiraient à deux points 
appartenant à deu\ systèmes périodiques différents. Supposons 
par exemple que les deux courbes soient de la première famille 
et que Q soit leur point d'intersection. 

Le «'"'"''antécédent de Q, pour» très grand, devrait être â la fois 
très voisin d'un des points du premier système périodique etd'un 
des poiiils du second système; cela est encore impossible. 

Au contraire, il n'y a pas de raison pour que deux courbes 
nsyniplotiques de familles différentes ne se coupent pas. 

Soient S et S' deux solutions périodiques instables; ï et T' les 
trajectoires fermées correspondantes, P et I" les systèmes pério- 
diques correspondants. 

Soient £ et £' deux surfaces asyiujiloliqups passant respeclive- 
menl par T et T' el coupant le dcmi-plun suivant deux courbes 
iisympto tiques Cet C, l'unede la |iremièie, l'autre deln deuxième 
famille. 

Qu'arrivera-1-il si G et C ont un point commun Q? Les deux 
surfaces S et S' se couperont suivant une trajectoire t, qui corres- 
pondra à une solution remarquable a. La trajectoire t appar- 
tiendra a deux surfaces asyinpto tiques; de sorte que pourf ^ — ce 
elle se rapprochera beaucoup de T et que pour f := -i- x, clic se 
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rapprochera beaucoup de T'. I^our n 1res grand, le /?"*"« anlécé- 
dent de Q sera très voisin d'un des points du système P et son 
//•'"« conséquent très voisin d'un des points du système P'. 

La solution a- est donc doublement asymptotique. 

Toutes ces conséquences n'ont rien d'absurde. 

Mais deux cas sont à distinguer. Ou bien les deux solutions S 
rt S' coïncident, de sorte que t d'abord très rapprochée deT = T' 
s'en éloigne beaucoup et se rapproche ensuite de nouveau beaucoup 
de celte même trajectoire T = ï'. Je pourrai dire alors que la 
solution a- est homocline. Ou bien S diffère de S', et T de T', je 
dirai alors que a- est hétérocline. 

L'existence des solutions homoclines sera bientôt démontrée; 
celle des solutions hétéroclines reste douteuse au moins dans le 
cas du problème des trois corps. 



Solutions homoclines. 

393. A la fin du n° 312, nous avons vu que « les arcs A© As 
et B0B5 se coupent. » Or, l'arc A0A5 appartient à la courbe 
M0A0A5 qui est une courbe asymptotique de la première famille 
et l'arc BqBj fait partie de la courbe M3B0 qui est de la deuxième 
famille. 

Le raisonnement est général et nous devons conclure que les 
i\e\x\ surfaces asymptotiques qui passent par une même trajec- 
toire fermée doivent toujours se couper en dehors de cette tra- 
jectoire. Les courbes asymptotiques de la première famille qui 
aboutissent aux points d'un système périodique coupent toujours 
les courbes de la deuxième i'amille qui aboutissent à ces mêmes 
points. 

En d'autres termes, sur chaque surface asymptotique, il y a au 
moins une solution doublement asymptotique homocline; nous 
verrons bientôt qu'il y en a une infinité; mais nous allons voir 
tout de suite qu'il y en a au moins deux. 

Revenons pour cela à la figure de la page 194. D'après le raison- 
nement des n**' 308 et 312, l'invariant intégral J étendu au qua- 
drilatère AoBoA^Bi doit être nul; c'est pour cette raison que ce 
(|uadrilalère curviligne ne saurait être convexe et que les côtés 
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opposés A|,As et B^tij doiveul se couper, Soil Q l'un des points 
(l'iiUersectîon de ces deux arcs. Remarquons que le point Bo a élé 
choisi arl)ilraircmcnL sur la courbe asyniptolique MAo ; si l'on luel 
le point As au point Q lui-même, ce point Ag se trouvera aussi 
sur la courbe M,Bg et coïncidera avec le point B». Si les deuK 
points Ad el lig coïncident, il en sera de même de leurs cinqiiiÈmes 
i^onséquenls Aj el 11^- 

Le quadrilatère A,BgA^B^ se réduira donc à la (igure formée 
par deux arcs de courbe a^^ant mêmes extrémités. Cette figure ne 
peut éire convexe puisque riuvariani intégral étendu au quadri- 
latère doit i>lre nul. Il faut donc que les deux arcs A(|Ai cl BgB^ 
nient d'autres noinl< 



iimiins que leurs extrémités, 

lins deux points d'intersection distincts 

ninie dislincts un point el un quelconque 



s doublement 



11 y aura donc au m 
(en ne regardant pas en 
de ses conséquents). 

il y aura donc loujo' 
iisymptotiques. 

Supposons donc que les points Ag et B^ coïncident et prolon- 
geons les arcs AgA^ et B^B^ jusqu'à leur premier point de ren- 
contre en Cg. Nous aurons ainsi déterminé une aire qui cette fois 
sera convexe (au point de vue de VAnalysh silitx) et qui sera 
limitée par deux ares faisant partie respeelivemcnl des deux arcs 
AgA; et BgBj et ayant mêmes extrémités, à savoir Ao= Bg et Cg. 

Soit ag cette aire et a„ sa n"'"" conséquente; l'aire «„ sera évi- 
demment comme «g convexe et limitée par deux ares de courbe, 
l'un de la première, l'autre de la deuxième famille. 

L'intégraleJ aura même valcurpouraoelat^.Soiiy cette valeur, 
(^loiume la valeur J„ de l'invariant intégral pour le demi-plan 
entier est finie, on verrait, en raisonnant comme an n'591. que, ^i 



et comme n ne peut être pris aussi grand que loi 
énoncer le résultat suivant : 



Parmi les a 
commune avec 



, il y en a tine iii/lii 



380 CHAPITRE XXXIIl. 

(Comment peul-il arriver que ao ail une partie commune avec a„. 

L'aire ao ne peut être tout entière intérieure à a„ puisque Tin- 
variant intégral a même valeur pour les deux aires. Pour la même 
raison Taire a,, ne peut être tout entière intérieure à ao. Les deux 
aires ne peuvent non plus coïncider; si en eflet une portion d'une 
courbe asymptotique (de la première famille par exemple) coïn- 
cidait avec sa /i''"™*^ conséquente, il en serait de même de sa y^**"* 
antécédente quelque grand que soit/?; or, si p est grand, cette 
^icme antécédenle est très voisine des points périodiques et les 
principes du Cliapitre VII suffisent pour montrer que cette coïn- 
cidence n'a pas lieu. 

Il faut donc supposer que le périmètre de ao coupe celui de a„; 
or, le périmètre de ao se compose d'un arc AoUoC© appartenant à 
la courbe MoAo A.5 de la première famille et d'un arc 

Bo Kq Co =^ -*^o *^o ^0 

appartenant à la courbe M3B5B0 de la seconde famille. 

De même, le périraèlre de a„ se composera de l'arc A/iM/iC,,, 
^^ième conséquent de AqUoCo, qui appartiendra à la même courbe 
as^mptotique que AoHoCo, c'est-à-dire à une courbe de la pre- 
mière famille, et de l'arc A,;R;|C,;, n*''""' conséquent de AoKoCo, 
qui appartiendra à la même courbe asymptotique que AoKoC©, 
c'est-à-dire à une courbe de la seconde famille. 

Deux courbes de même famille ne pouvant se couper, il faut 
que AoHoCo coupe AwK,<C„, ou que AoKoCo coupe A;,H«C/i. 
Mais si les deux arcs AoKoCo et A,;H;,C„ se coupent, leurs n'*"** 
antécédents A..,,K_„C_„ et AoHoCo se couperont également. Il 
faut donc que AqHoCo coupe le /i"^'"*' conséquent ou le /i*^"* anté- 
cédent de A0K0C0. 

Mais l'arc AoKoCo, tous ses anlécédents et tous ses consé- 
quents appartiennent à une même courbe invariante de la deuxième 
famille, représentée sur la figure de la page 194 par l'ensemble des 
courbes M3B0, M^Bg, M^B,, MaB,, M0B2. 

Lave AoIIoCo est done eoupê une infinité de fois par cet 
ensemble de courbes. 

Les deux surfaces S et S' qui passent par la trajectoire fermée T 
ont donc une infinité d'autres courbes d'intersection. 



Il y a donc sur la surface S une injinité de soUiltoni dou- 
blement asymplotiqui's homoclines. c. q. t. n. 

396. Soit AgHoCg un arc (jiielconquc de noire courbe asjm- 
ptotique de la première famille, ei supposons que cet arc coupe 
une courbe asymptolique de seconde famille aux deux points 
exirèmes Ao el Co. Je dts qit'enlre ces deux points A» el Co il v 
aura toujours d'autres points d'interseclioii avec la courbe de tu 
seconde famille. 

Soil en elTet AoK„Co l';irc de la coiirhe de 1» seconde famille 
qui joinL les deux points Ao et Cg. 

Ou bien les deux arcs AuHoCu et .AuK^Co oui d'autres points 
communs que leurs exlré initias, et alors le théorème se trouve 
di^monti-é. 

Ou bien ces deux arcs n'oul pas d'autre point commun que 
leurs extrémités A» et Co; alors les deux arcs limiienl une aire Xo 
analogue à celle que nous avons envisagée à la fin du numéro pré- 
cédent; les mêmes raisonnements lui sont applicables el nous 
pouvons conclure que l'arc AqUoCo coupe une infinité de fois la 
courbe de la seconde famille. 

Donc sur une courbe asymptolique de la première famille entre 
deux points d'intersection quelconques avec la courbe de la 
seconde famille, il y en a une infinité d'autres. 

Sur une surface asymptolique quelcomjuc, entre dt-nj- solu- 
tions doublement asymptotiques quelconques, il y l'n a une 
infinité d'autres. 

Nous n'avons pas encore le droit de conclure que les solutions 
doublement asymptotiquessonL uùeralldic/rl sur la surface asjni- 
ptoiique; mais cela semble probable. 

Les points d'intersection des deux courbes nsymptotiques 
peuvent se réparliren deux catégories. En eïlet, on peut parcourir 
la courbe asymptolique dans deux sens opposés; nous considére- 
rons ce sens comme positif, si l'on va d'un point à son conséquent. 
Soient alors A un point d'inlerseelinn des deux courbes, BAB', 
CAC deux arcs de courbes asymplotiques se coupant en A. 
Supposons que BAB' soit de la première el (jAC de la seconde 
famille, el qu'en suivant les courbes dans le sens positif on aille 
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(le A en B' et de A en C. Suivant que la direction AB' sera à 
droite ou à gauche de AC, le point d'intersection A sera de la 
première ou de la deuxième catégorie. 

Cela posé, soit AoHoCo un arc de la première famille, coupé 
en Ao et Cq par un arc AqKoCo de la deuxième famille. A quelque 
catégorie qu'appartiennent Aq et Co, l'ensemble des deux arcs 
AoHoCoKoAo formera une courbe fermée. Si les deux arcs n'ont 
pas d'autre point commun que leurs extrémités, cette courbe 
fermée n'a pas de point double et limite une aire a©. Si les deux 
arcs avaient d'autres points communs que leurs extrémités, et si 
par exemple les deux arcs AqHoDoHJjCo, AoKoDoKJ^Cio se cou- 
paient en Do, on remplacerait les points Aq et Oq, par les points Ao 
et Do situés entre Ao et Co et les arcs AoHqCo, AoKo^^o par les 
deux arcs AoIIoDo et AoKoDo et l'on continuerait ainsi jusqu'à ce 
(ju'on arrive à deux arcs n'ayant d'autre point commun que leurs 
extrémités. 

Supposons donc que les deux arcs limitent une aire ao. D'après 
ce que nous venons de voir, l'arc AoHoCo doit couper une infinité 
(le fois la courbe asymptotique de la seconde famille, il faut donc 
(|ue la courbe de la seconde famille pénètre une infinité de fois à 
l'intérieur de ao et elle doit en sortir une infinité de fois. Elle ne 
peut y pénétrer ou en sortir qu'en coupant AoHoCoi car elle ne 
peut couper AoKoCo qui fait partie aussi de la courbe de la 
seconde famille. Or, il est clair que les points par où elle péné- 
trera dans Taire et ceux par oii elle en sortira ne seront pas de la 
même catégorie. 

Donc entre deux points quelconques d^ intersection des deux 
courbes, il y en a une infinité d^ autres appartenant à la pre- 
mière catégorie et une infinité d'autres appartenant à la 
deuxième catégorie. 

Désignons par (i), (2), (3), . . ., les points de rencontre suc- 
ressifs de la courbe de la seconde famille et de l'arc AoHoCo, 
comptés dans Tordre où on les rencontre en suivant la courbe de 
la seconde famille dans le sens positif. Us seront alternativement 
des deux catégories. Etudions Tordre dans lequel on les rencontre 
en suivant Tare AqUoC,». 



Cet ordre ne pourra être lonl à fait quelconque el c 
successions se trouvent exclues, ytar exemple les suivante: 



{■tp). 


(im+ i>, (!/.-(- 


iv)- 


(■im). Iip-I- 


(1/.+ Il 


(a«.-i-i)- '■"/') 


(vx 


(■im-i). (V- 



que les mt^mes successions renversées, et les succession;^ 
gnes où -iin + i el Ap + i sont remplaci^s par im — i 



397. Que l'on cherche 



•epr 



■ésenterla figure formée par 



deux courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacune 
correspond à une solution doublement asymptotique, ces inter- 
sections forment une sorte de treillis, de tissu, de réseau à mailles 
infiniment serrées; chacune des deux courbes ne doit jamais se 
recouper elle-même, mais elle doit se replier sur elle-même d'une 
manière très complexe pour venir recouper une infinité de fois 
toutes les muillcs du rt-seau. 

On sera frappé de la complexité de celte ligure, que je ne 
cherche même pas à tracer. Rien n'est plus propre à nous donner 
une idée de la complication du problème des trois corps el en 
général de tous les problèmes de Dynamique où il n'y a pas d'inté- 
grale uniforme el où les séries de Bohiin sont divergentes. 

Diverses h^'pothèses restent possibles. 

1° On peut supposer que Tensemble des points des deux 
courbes as^'mptotiques fia, ou plulùt l'ensemble des points dans 
le voisinage desquels se trouvent une infinité de points apparte- 
nant à Efl, c'est-à-dire l'ensemltle EJ, u dérivé de E, », on peut 
supposer, dis-je, que l'ensemble E^ occupe le demi-plan tout 
entier. U faudrait alors conclure à l'instabilité du système solaire. 

■2° On peut supposer que l'ensemble E^ a une aire finie el 
occupe une région Unie du demi-plan, mais ne l'occupe pas tout 
entier; soit qu'une partie de ce demi-plan reste en dehors des 
mailles de notre réseau, soit qu'à l'intérieur d'une de ces mailles 
reste une « lacune ». Soit par exemple Ug une de ces mailles 
limitée par deux ou plusieurs arcs de courbes as^mpto tiques des 
deux familles. Construisons ses conséquents successifs et appli- 
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quons-lui le procédé du n" 291. Formons comme à la page i^'S 

^%7 ^OJ ^,3» UJ, Uy, ..., E. 

L'aire E si elle est finie représenlera une des lacunes dont nous 
venons de parler. Il semble qu'on puisse lui appliquer le raison- 
nement du n** 294 et conclure que celte aire doit coïncider avec 
un de ses conséquents. Mais cet ensemble E pourrait se composer 
d'une région d'aire finie et d'un ensemble situé en dehors de celle 
région et dont l'aire totale serait nulle. Tout ce que nous pour- 
rions conclure, d'après la page i5o, c'est que Ex (le X'^™* consé- 
(luent de E) contient E et que l'ensemble E). — E a pour aire zéro. 
Dô même les ensembles E — E_x, E_x — E_2X, . . .,E_„x — E_(„^,)X 
auront pour aire zéro (nous entendons par aire d'un ensemble 
la valeur de Tintégrale J étendue à cet ensemble). Et d'autre 
part E_(,/^4^x est une partie de E_,,X' Quand n croît indéfini- 
ment E_„x tend vers un ensemble e qui comprend lous les points 
qui font partie à la fois de tous les ensembles E_„x. L'aire de cet 
ensemble e est finie et égale à celle de E. Enfin e coïncide avec 
son X'^'"* conséquent.' 

3** On peut supposer enfin que l'ensemble EJ, ait pour aire zéro. 

II serait analogue alors à ces « ensembles parfaits qui ne sont 
condensés dans aucun intervalle ». 

398. Nous pourrions représenter les divers points d'inlersec- 
lion des deux courbes de la façon suivante. Soit x une variable 
qui varie de — oo à -f-oo quand on suit la courbe asjmptotique 
de la première famille MqAo, depuis le point M© jusqu'à l'infini, 
et qui augmente de l'unilé quand on passe d'un point à son cin- 
quième conséquent, de A© à A5 par exemple (en nous supposant 
placés, pour fixer les idées, dans les conditions de la figure de la 
page 19I). Soit y une autre variable qui varie de -f- oo à — 00 
(]uand on suit la courbe de la seconde famille M3B5 depuis le 
point M3 jusqu'à l'infini et qui augmente de Tunité quand on 
passe d'un point à son cinquième conséquent. 

Les différents points d'intersection des deux courbes sont carac- 
térisés par un couple de valeurs de x et dey et chacun d'eux 
peut tUrc roprésonlé par le point du plan dont les coordonnées 
roclanguittircs sont x et j^\ 



Nous aurons ainsi clans le plan une infinité de points reprt^ea- 
latifs des solulioDs daublemcnl asjmploliques; de chectm de tes 
points on peut en déduire une infinité d'autres; si eu effet le 
point X, y correspond à une intersection des deux courbes, il en 
sera de même des points 



où n est entier positif ou négatif: pour connaître tous les poinls 
représentatifs, il suffirait de connaître tous ceux <|ui sont com- 
pris dans la bande o <^ j: <; i , ou dans la Iiande o ■<_)■ ■< i . 

Une autre remarque c'est que l'ordre dans lequel se succéde- 
ront les projections de ces points représentatifs sur l'oie des x 
n'aura aucun rapport avec l'ordre dans lequel se succéderont 
leurs projections sur l'rnte des j'; et voici la conséquence. 

Considérons plusieurs solutions doublement as^inptoliques; 
pour ( négatif et très grand, elles seront toutes très voisines de lu 
solution périodique et elles se présenteront dans un certain ordre, 
certaines d'entre elles étunt plus voisines el d'autres moins voi- 
sines de la solution périodique. 

Toutes ensuite s't^loîgneront beaucoup de la solution périodique, 
puis, pour t positif et très grand, elles en seront de nouveau toutes 
très voisines; mais elles se présenteront alors dans un ordre 
entièrement différent. Si de deui solutions la première est plus 
voisine que la seconde de la solution périodique pour( = — ce. 
il pourra arriver que pouri ^ + x, la premiire soit plus éloignée 
que la seconde de la solution périodique, mais il pourra arriver 
aussi que ce soit le contraire. 

Cette remarque est encore de nature à nous faire comprendre 
toute la complication du problème des trois corps et combien les 
transcendantes qu'il faudrait imaginer pour le résoudre diflferenl 
de toutes celles que nous connaissons. 



Solutions hétéroclines. 



399. Exiâte-t-il des solutions bétéi 
Ce que nous pouvons voir, c'esi 
une infinité. 



[(ue s'il y eu a une, il y i 
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Soil en effet Mq un point appartenant à un système périodique; 
soient MqAq et MoBq deux courbes asymptotiques aboutissant à 
ce point Mo, Tune de la première, Tautre de la seconde famille. 
Nous venons de voir comment ces courbes se coupent de façon à 
déterminer des solutions doublement asymptotiques homoclines. 

Soit maintenant MJ, un point appartenant à un autre système 
périodique; soient MJjAJ,, M^BJ^ deux courbes asymptotiques, 
M'AJ, de la première, M'BJj de la seconde famille. 

Supposons que MJ^AJ, coupe MqBo en Q©; cette intersection 
correspondra à une solution doublement asymplotique hétéro- 
cline. 

Mais si ces deux courbes se coupent en Qo elles se couperonl 
éf^alement en une infinité de points Q,i conséquents de Qo- 

Je précise; je suppose par exemple que le système périodique 
dont fait partie Mq se compose de cinq points M©, M|, M2, Mj, 
M»; alors le cinquième conséquenl d'un point quelconque de la 
courbe MqBo se trouvera encore sur celte courbe, et en général 
si Qo est sur celte courbe, il en sera de même de son /i**^"** con- 
séquent Q„, pourvu que n soit multiple de cinq. 

Supposons de même que le système périodique dont fait 
partie MJ^ se compose de sept points; alors, si Q© est sur la 
courbe M'^A'q, il en sera de même de son n"'"® conséquent Q« 
pourvu que n soit multiple de 7. 

Si donc les deux courbes ont une intersection en Qo, elles en 
auront encore une en Q„ pourvu que n soit multiple de 35. 

Soient donc QoHoQ// un arc de MoBo, et Q0K.0Q/J un arc 
(le M'qA'j,; l'ensemble de ces deux arcs ayant mêmes extrémités 
formera une courbe fermée. Sur cette courbe fermée nous pour- 
rons raisonner comme au n° 396; nous verrons donc que, si les 
deux arcs n'ont d'autre point commun que leurs extrémités, celle 
courbe fermée n'a pas de point double et limite une aire ana- 
logue à l'aire ao des n°' 393 et 396. Si les deux arcs ont d'autres 
points communs que leurs extrémités, on peut trouver deux 
autres arcs faisant partie des deux arcs QoHoQ/i, QqKoQ/i 
n'ayant d'autres points communs que leurs extrémités et limitant 
une aire analogue à ao. 

Sur cetle aire a© on raisonnera comme aux n*** 393 et 396 el 
Ton verra que sur chacune des deux courbes, entre deux points 



t|uelconqtiesd'inl(;i'secLionavec l'aulrc courbe, on peul en trouver 
une infînilé d'autres, 

Ce raisonnement inoolre que, =,'i\ y a uue solution ht^lérocline, 
il ; en a une infinité. 

400. S'il y a une soluiion hél(!roclinc, le réseau dont nous avons 
parlé au n" 397 devient encore plus compliqué ; au lîeu d'une seule 
courbe Mj Ao se repliant sur elle-même sans jamais se recouper elle- 
même et de façon à couper une infinité de fois l'autre courbe M» B», 
nous aurons deux courbes M» Ao, M',, A',, qui sans jamais se recouper 
muiuellcmcui doivent couper une infinité de fois Mnlio- 

Nous avons défini au n° 397 l'ensemble Eg relatif au point M„ 
et aux courbes asympLu tiques MoAg, MoB^; nous pourrions 
définir un ensemble analogue ]iar rapport au point M,, el aux deux 
courbes asymptoliques Mû A,,, M'^B^. 

S'il n'y a pas de solution hélérocline ces deux ensembles doi- 
vent être extérieurs l'un à l'autre; ils ne peuvent donc remplir le 
demi-plan. 

Si au contraire il existe une solution hétérocliue, ces deux 
ensembles coïncideront. On voit que l'evislence d'une pareille 
solution, si elle venait à être établie, serait un argument contre la 
stabilité. 

Au Chapitre Xlll nous avons étudié les séries de MM. Newcomli 
et Lindstedt, nous avons démontré au n" 149 que ces séries ne 
peuvent converger pour toutes les valeurs des constantes qui y 
entrent. Mais une question restait douteuse; ces séries ne pour- 
raient-elles converger pour certaines valeurs de ces constantes 
et, par exemple, ne pouvait-il arriver que la convergence eût lien 
quand le rapport—! est la racine d'un nombre commeusurable non 
carré parfait? (C/. l. II, p. io4, infine.) 

Mais s'il existe une solution bdtérocline, la réponse à cette 
question devra être négative. Supposons, en elFet, que pour cer- 
taines valeurs du nipport — les séries de ÎVewcomh et Lindstedi 
convergent et revenons à notre mode de représentation. Les solu- 
tions des équations différentielles qui correspondraient â celle 
valeur de — seraient 



■eprésentées par certaines courbes liajec- 



H. P. 



III. 
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loires. LV^nsemble de ces courbes formerait une surface, admet- 
tant les mêmes connexions que le tore, et cetle surface couperait 
notre demi-plan suivant une certaine courbe fermée C. 

L'ensemble E'^ dont nous venons de parler devrait être tout 
untier extérieur à celte courbe, ou tout entier intérieur. 

Soient alors Mo et M^ deux points appartenant à deux systèmes 
différenls. Si M© est intérieur à la courbe C etM^ extérieur à cette 
courbe, Fensemble E^ relatif à Mo devrait lui être tout entier 
intérieur, tandis que Tensemble E'^ relatif à M^ lui serait tout 
entier extérieur. 

Ces deux ensembles ne pourraient donc aA^oir aucun point 
commun et il ne pourrait exister de solution doublement asym- 
ptotique liétérocline allant de Mo à M^. 

Or, si Ton admettait Thypothèse du Tome II, page io4, que je 
viens de rappeler, c'est-à-dire si la convergence avait lieu pour 

une infinité de valeurs du rapport —> par exemple, pour celles 

dont le carré est commensurable, il existerait une infinité de 
courbes C qui sépareraient les uns des autres les points apparte- 
nant à des systèmes périodiques difTérents. Cette hypothèse est 
donc incompatible avec Texislence des solutions hétéroclines 

(au moins si les deux points Mo et MJ, que Ton considère, ou 

plutôt les solutions périodiques correspondantes, correspondent 

A deux valeurs dilFérentes du nombre — ) • 



Comparaison avec le n*" 225. 

401. Avant d'essayer de former des exemples de solutions 
hétéroclines, nous allons revenir sur l'exemple du n** 223, où 
l'existence des solutions doublement asymptotiques homoclines 
peut ^tre mise en évidence. 

Nous avions posé 

'- F .- p -{- q^ — i (JL sin*~ — fie <p (y) cos ar 
{P} ^* Ç^y) étûnl les doux paires de variables conjuguées. 
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Nous avons formé ensuite la fonction S de Jacobi et nous 
l'avons développée suivant les puissances de s 

S = So -f- Si e -+- Sj e' -T- 

Arrêtons-nous au second terme en négligeant e^ et écrivons 

o = Oq ~i~ ^1 6. 

Nous avons trouvé ensuite 

So= XoX-h /'ifJL / i/ h -i-sin«^ dy, 

ou, en attribuant aux constantes Aq et h la valeur zéro 

S© — ir •?. ^'1 (1 ces— ; 
puis nous avons trouvé 

Si = partie réelle ^e^^, 

où à est une fonction de^ définie par Téquation 



Nous avons posé 





lang^ = /, 






et supposant 








h = o, 


^{r) = siny, 


a = - 


i 



•2 V^2fJl 

nous avons trouvé (p. 464 et 465, t. Il) deux valeurs de 4 corres- 
pondant aux deux courbes asjmptotiques des deux familles. L'une 
de ces valeurs est 

et l'autre 

P2 



,, / — t . . r^t^^di 



Les équations des deux surfaces asymptotlques seront alors 

, = . /^ p.,.:. .eue C*.-,: 

/ — • Y d 

q = /'if! sin=; — ^ ^ T' P^**tie réelle [<}/e"] ; 
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el 

p = t -r- partie réelle [4''^''] î 

q = y^i^ sin— "+" ^ ;/" partie réelle ['{''«'']. 

Pour trouver les solutions doublement as jmpto tiques, il faut 
chercher Tintersection de ces deux surfaces as jmpto tiques; il 
nous suffira donc d'égaler les deux valeurs de p et les deux 
valeurs de q. 



Soit 



u — % \o%t. 



Nous trouverons 



-3- partie réelle [J ie-»=*-*-^^] = o, 
-j partie réelle [ J i^-a"-*-/*] == o, 



ou, en posant J = pe'*»*, 



X -—. -f- O) = Ktt H — 

1 /aïx '-*• 



K étant entier. 

Telle est Téqualion des solutions doublement asymptotiques. 

Cette équation nous donne en réalité deux solutions distinctes, 
l'une correspondant aux valeurs paires, l'autre aux valeurs im- 
paires de K. 

402. On peut s'élonner de ne trouver ainsi que deux solutions 
doublement aspnptotiques, tandis que nous savons qu'il y en a 
une infinité. 

Les approximations suivantes ne nous donneraient non plus 
qu^un nombre fini de solutions doublement asjmptotiques. Quelle 
est Toxplication de ce paradoxe? 

Nous avons vu dans les numéros précédents que les diverses 
solutions doublement asjmplotiques en nombre infini corres- 
pondent aux diverses intersections d'un certain arc ÂoHqCo avec 
les divers conséquents d'un autre arc AoKoCq. 
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Supposons que le premier de ces conséquents qui rencontre 
A„HoC„ soit le conséquent d'ordre N. Le nombre N dépendra 
évidemment de la constante £, et il sera d'autant plus grand que 
celle constante sera plus petite. H deviendra injini quand t 
■iern nul. 

Or, on développant suivant les puissances de z et nous urrélant 
à un lerme queiconciue du développement, c'est comme si uous 
considérions t comme infiniment petit. 

L'arc A|,IIo('a ne rencontre plus alors que les conséquents 
d'ordre infiniment grand de l'autre arc AuKoCn, et c'est ce 
qui fait que la plupart des solutions doublement as^aipLolîques 
échappent à notre anatj-se. 



Exemples de solutions hétérocUtieB. 
403. Cherclions ii généraliser et posons 



me un paramètre, 7 et ^ comme les 



Fo est une fonction de p, (j et_y; et F, une fonction de /i, q, 
X ^X. y\ ces deux Tonctions étant d'ailleurs périodiques tant 
qu'en y. 

Considérons les courbes 

(I) F„ = const. 

où nous regarderons/» c 
réordonnées d'un point. 

Parmi ces courbes, celles qui doivent attirer notre attention, 
qui présentent des points doubles. Ces points 
doubles en effet correspondent aux solutions périodiques des 
équations canoniques quand on suppose que e est nul et que F se 
réduit à F„. 

Nous avons une double infinité de courbes (1) dont l'équation 
générale est 

F„ r. h. 

et qui dépendent de deux paramètres^ et h. 

Je viens de dire que les plus intéressantes sont celles qui ont 
un point double; surtout dans le cas 011 quelques-unes de ces 



Ces deui valeurs de q sonl des fonctions périodiques At y^ qui 
deviennenL «égales entre elles au point double, soit par exemple 
pour.y^yo. 

Nous pouvons également, coininc nous l'avons fait au n''2â5, 
considérer ces deux valeurs de q comme la continuation analy- 
tique l'une de l'autre. 

La fonction q nous apparaît alors comme uniforme en y el 
périodique de période .^ it à la façon de sin- ■ 

Cette fonction uniforme prendra la même valeur pour_j'— -^,i 

Si au lieu d'nn point douille, on en avait plusieurs, nous pour- 
rions encore regarder q comme une fonction uniforme de ^ di- 
période ^'^i si '^ nombre des points doubles était impair. Si au 
contraire ce nombre était pair, nous aurions pour q deux valeur» 
qui ne s'échangeraient pas entre elles quand y augmenterai! 
de a'rt, et qu'on pourrait par conséquent regarder comme deu\ 
foiclions unifortnea dislinctes Ae y ayant ponr période jtî. 

Nous supposerons pour fixer les idées que nous avons deux 
points doubles correspondant aun valeurs _>-„ et_^i de^. 

11 résulte de là que, pour^' =^^0 et pour_j' =^J'n l'équation (1) 
doit avoir une racine double puisque les deux valeurs de q se 
ccafondenl et par conséquent que -^ doit s'annuler. 

L'équation (,'i) est une équation linéaire à second membre 
dont l'intégration se ramène à celle de l'équation sans recoud 
membre et par conséquent à celle de l'équation 



dp 



dq dy - 






La fonction Q ainsi délînir est une fonction lioloniorplie de >* 
pour toutes les valeurs réelles de celle variable sauf pour les 
valeurs ^^=^a, _j' ----^',, qui correspondent aux points doubles. 
Pour ces valeurs la fonction 0, qui joue un riMc analogue à celui 
de t •— tang^ au n" 226. devient nulle ou infinie. 
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On trouve ensuite 




C,„ étant une constante d'intégration, d'où 

Pour trouver les équations des surfaces asjraptotiques, nous 
écrirons 

en attribuant aux constantes d'intégration des valeurs conve- 
nables. 

Négligeons d'abord e ; nous prendrons donc S = Sq, et ncus 
donnerons aux constantes h et p =z p^ les valeurs qui corres- 
pondent à la courbe qui a deux points doubles. 

Avec cette approximation, les équations différentielles admet- 
tent comme solutions périodiques 

^û Vo» <lQ\y\^ <]\ sont les coordonnées des deux points doubles. 
Nous pouvons, pour représenter nos surfaces asymptotiqu^s, 
prendre le point de l'espace à quatre dimensions dont les coor- 
donnoes sont 

<f et b élanl doux conslanlos positives assez grandes pour que l'on 
n*ail i\ envisager que des valeurs positives de /> -:- a et y — 6. 

Les équations ^v")) el ^6) représentent alors deux courbes 
fermées de cet espace à quatre dimensions, correspondant aux 
deux solutions périodiques. 

l\ir chacune de ces courbes passent deux surfaces asympto- 
liques, une de la première, l'autre de la seconde famille. 

Mais au degri^ d'approximation adopté, c'est-à-dire en négli- 



P^ Piy 


q --■■■ ^0, 


y - ro, 


P ^-/>o, 


q -- qu 


y-y^^ 
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geanl s, ces qaatrc surfaces asjmplotiques se confondent deux à 
deux. 

Les équations des surfaces asymptotiques seront en effet 

l-i'équation Fo^^ h admet comme nous l'avons vu deux racines 
qui se confondent pour j^ =^'o et pourri' = J^u qui ne s'échangent 
pas quand y augmente de 21: et qui sont périodiques en y de 
période 271. Soient q' et q" ces deux racines; les équations de 
nos surfaces asymptotiques deviennent ainsi 

, j P ^Poy q = q\ 

{ P —Poy y = y • 

Mais pour bien préciser la signification de ces équations, 
distinguons les diverses nappes de nos surfaces. Nous avons 
quatre surfaces asymptotiques; chacune d'elles passe par une 
des courbes (5) ou (6) et est partagée par cette courbe en deux 
nappes, ^l^^ j^ désignerai parles notations suivantes: 

La surface de la première famille passant par la courbe (5) sera 
partagée en deux nappes N| et N'^. 

La surface de la seconde famille passant par la courbe (5) sera 
partagée en deux nappes N2 et N!j. 

La surface de la première famille passant par la courbe (6) sera 
partagée en deux nappes N3 et N3. 

La surface de la seconde famille passant par la courbe (6) sera 
partagée en deux nappes N4 et N'^. 

Alors, au degré d'approximation adopté, ces nappes auront pour 
équation 

Nj; p=po, q = q\ y>yo^ ^\\ p=po, q = ç'^ y<yo; 

N2; p = po, q=--q\ y>yo: n;; p=poj q^q\ y<y^\ 

N3; p=pq, q = 9\ y>y\'^ ^V^ p^pq> q^q"^ y<yû 

N4: p=Poy q = q'y y>yi'y n;; p^pqj q = q\ y<y\' 

On voit qu'à ce degré d'approximation, les deux surfaces 
Ni-f-N', et N4-f-N'^ se confondent, de même que les deux sur- 
faces N2 4- N2 et N3 4- N3. 
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Passons donc à Tapproximalion saî%'anle et prenons 

Pour achever de définir S|, il faul choisir les conslanles Cm- 

Pour les nappes N| et N',, nous devons choisir ces conslanles 
de lelle sorle que les fonctions 'l^ se comportent régulièrement 
pour g ^^ ç't y ^=yê'^ il suffit de se reporter à l'analyse de la 
page 466y tome 11, pour comprendre que cette condition suffit 
pour déterminer complètement ces constantes. J'appellerai S|.i 
la fonction S| ainsi déterminée. 

Pour les nappes Nj et N, nous choisirons les Cm de lelle sorte 
<|ue les '}^m soient régulières pour q^=i(f ^ y =^y^^ et nous appel- 
lerons S|.2 la fonction S| ainsi déterminée. 

Pour les nappes Nj et N'^ nous choisirons les Cm de telle sorte 
<|uc les *}^m soient régulières pour q z= (f ^ y^=:y\\ pour les 
nappes N4 et N'^ les *\m, devront être régulières pour q^=q[ . 
y ■ y t. Nous désignerons par Si.j et S^ les deux fonctions S| 
ainsi déterminées. 

Les équations de nos quatre surfaces deviennent ainsi 

MOT €*J 

Mais il importe d'observer que la fonction 84.4, par exemple, 
qui se comporte régulièrement pour j^=yoi se comporte d'un** 
façon irrégulière pour y = y i', il en résulte que nos équations 
cessent d'èlre valables, même comme première approximation, 
dès qu'on dépasse la valeur ^4. 

Pour le faire mieux comprendre, je me bornerai à la remarque 
Huivante. 

Soient^' et y" deux valeurs dey telles que 

yo<y<y\<y- 

Soit Mo le point de notre courbe asymplolique qui correspond 
à la valeur^'; soit M^ son /i*^"* conséquent; et je suppose que Ton 



(H) 



dS,, 


'-'■-l;'^ 


dS,t 


-'-f^ 


rfs,., 


7-1'^ ^;*; 




1=1-^^' 



SE. jo3 

idante dc^ soil 



prenne n assez grand pour que I 
pins grande que ,>^. 

La valeur qit'il Taut allribuer 
elle croit indériniment quand c tend vers zéro. 

Voici eu général les valeurs de ^ pour lesquelles nos équation: 
peuvent servir de première approximation : 



eur correspi 

dépend évidemment de e 



, ei N, 


^x>J'>y>: 


N'i 


i n; 


/.>/>/.- 


1 et Nt 


y.+ -^^>y>yx-. 


n; 


t N'i 


yx>y>y>- 



Si les surfaces N, et N', par exemple se conpenl, rinterseciion 
correspondra à une solution doublement asymplotique hétéro- 
cline qui pour ( ^ — oo sera 1res voisine de la solution pé- 
riodique (5) et pour i = -h ao très voisine de la solution 
périodique (6), 

Pour rechercher celte intersection, rapprochons les équations 
de N, el N', 



l'intersection o 



évideu 



nent donnée par 



les pu 



S,.^ est u 
ssances en 



le fonction de x el de y, dévcloppable s 
léres positives et oégalîves de 



e'e' 



Ce qui nous importe c'est que c'est une fonction périodique 
de x\ elle admet donc au moins un maximum et un minimum; 
l'équation ( ^) admet donc au moins deux solutions, ce qui revient 
à dire qu'il y a au moins deux solutions hétéroclines. 

On démontrerait de même qu'il y a deux solutions correspon- 
dant aux intersections des surfaces N, et Nj, deux correspondant 
aux surfaces N, el N!,, el deux aux surfaces N, et N',. 

L'analyse précédente ne donne pas tes solutions homoclines, 

404. Prenons par exemple 



My—y«)i'My-y,). 
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Les solutions périodiques (5) et (6) vers lesquelles tendent les 
solutions hétéroclines pour t = — ooet^=r-hoo sont alors 

x = t, p = q = o, y = yx' 

On remarquera que, pour [jl = o, F se réduit à — p — q^. Donc, 
pour [x = o, la fonction F dépend seulement des variables de 
la première série p et q et ne dépend pas des variables de la 
deuxième série x ely. La fonction F est donc bien de la forme 
envisagée aux n®* 13, 125, etc. 

Nous ne nous contenterons pas toutefois de cet exemple qui 
prouve que les équations canoniques de la forme envisagée au 
n° 13 peuvent admettre des solutions hétéroclines. 

En effet, les deux solutions (5) et (6) correspondent toutes 

deux à la même valeur des quantités -r- et -r-; à savoir 

' ai dt 

dx _ ^y _ 

di~'' di~''' 

Or, ces quantités -j}^ ^ ^^ sont autre chose que les nombres 

appelés plus haut îix et /I2. 

Donc, nous voyons bien qu'il existe des solutions doublement 
asymptotiques qui pour t= — 00 et pour ^ = 4- 00 se rapprochent 
indéfiniment de deux solutions périodiques différentes; mais ces 
deux solutions périodiques correspondent aux mêmes valeurs des 
nombres n^ et ^2. 

Je vais donc former un autre exemple où nous verrons des 
équations de même forme jusqu'au n° 13, et qui possèdent des 
solutions doublement asymptotiques se rapprochant indéfiniment 
de deux solutions périodiques qui non seulement sont différentes, 

mais correspondent à des valeurs différentes du rapport — • 

Malheureusement, je pourrai montrer que ces solutions existent 
pour les valeurs de [x voisines de 1 , mais je ne suis pas encore en 
mesure dVlablir qu'elles existent également pour les petites 
valeurs de a. 

405. Nous prendrons les deux paires de variables conjuguées 
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OU bien encore 

^1, yi; a?,, 7j, 

en posant 

Ce changement de variables n'altère pas la forme canonique des 
équations. Nous prendrons 

F=Fo(i-[JL)-h[JiF,. 
Nous supposerons que Fq est une fonction holomorphe de x^ 

et de 0^2^ indépendante de y^ et de y^ ] q^ie pour ^Ti = — > j^a = - > 

on ait 

cIFq _ cIFq __ 

dxi dx\ 

et que pour x^^^ -^ X\=^ — on ait 



= — I, nr-=o; 



dxx dx\ 

je suppose la quantité a -< i . 

11 résulte de ces hypothèses, que si Ton fait [x ^ o,*d'où F = F^, 
nos équations admettront deux solutions périodiques remarquables. 

La première que j'appellerai o- s'écrira 

at 1 

Ç, = acos/, T,| = asin/, îi=i| t,j=o. 
La seconde que j'appellerai o-' s'écrira 

I «2 

a:, = -, A2=— > ^1 = 0, Yt=t, 

çt — I. Yji = O, {j = acosf, T}s = asin^. 

La première correspond à ni = i , /i2= o, la seconde à /îi = o, 
722= i; ces deux solutions périodiques ne correspondent donc 

pas à une même valeur du rapport — • 
Pour définir F» je pose 

\\ — \ — rcosw, {j = i — rsino), 
en attribuant à la variable r une valeur essentiellement positive. 
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Je suppose ensuite que (p étant une quantité positive très 
petite) on ait pour r > p. 

., F- ^t-^^l (r — 0» , ^ ^(0)) 

où ^(co) est une fonction de co, régulière pour toutes les valeurs 
réelles de w, périodique de période 2 tu, et enfin s'annulant avec 

sa dérivée pour co = o et pour w = - • 

Comme la fonction (i) serait infinie pour r = o^ c'est-à-dîre 
pour ^, = ^2=1) je supposerai que, pour r^p, la fonction F, 
prend des valeurs Quelconques, de façon toutefois qu'elle reste 
finie et continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres. 

Il est aisé de vérifier que pour [x = i , c'est-à-dire pour F = F|, 
nos équations admettent encore les deux solutions périodiques <t 
et cr'; pour la première de ces solutions on a co = o, pour la 

seconde co = -• 

On en conclut immédiatement que pour toutes les valeurs de [x, 
nos équations, admettront ces deux solutions périodiques. 

4-06. Nous allons maintenant intégrer nos équations dans le cas 
de iJL = I (au moins en supposant que r reste constamment >► p). 

Si l'on supposait d'abord e = o, on retomberait sur le problème 
des forces centrales et l'intégration serait immédiate. Elle ne l'est 
guère moins dans le cas général. 

La méthode de Jacobi conduit, en efiet, à l'équation aux déri- 
vées partielles 

1 \dr ) 2r' \duij a r* ~" ' 

h étant une constante. Posons 



KS)"-«"'-*. 



A' étant une seconde constante, et il viendra 



S .— /a / 4 / /i H- -:^ — — dr-^- ^'JL I }/k -+- 1^ dot. 
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La solution générale de nos équations est donc 

($t— Ot.j — (Îj — i)t)i = /â/^-^^. 



(V 



rfir 



A' et A*' étant deux nouvelles constantes. 

Nous trouverons nos deux solutions périodiques o- et (t' en don- 
nant aux constantes les valeurs particulières 



k 0, 


2 


;i'v/ï* = o, 


X: =0, 


A-". 


>iVïI-=-. 



2 



Supposons que nous voulions nous servir de Téquation (?.) 
pour définir r en fonction de h' -\- t\ si nous donnons aux con- 

stantes k et h des valeurs voisines de zéro et — > r sera alors une 

2 

fonction périodique de / -4- h' . Nous poserons 

le nombre n étant choisi de telle sorte que r soit fonction pério- 
dique de u de période 21:. Ce nombre n, qui est une espèce de 

moyen mouvement, dépendra naturellement des constantes h eik. 

dr 
De même -r- sera une fonction périodique de u. 

Pour A* = o, on a simplement 

r = idr v/ïÂ ces M. 

407. Nous avons donc deux solutions périodiques c et (x' qui 
seront représentées par deux courbes fermées, si l'on convient de 
regarder les Ç et les t^ comme les coordonnées d'un point dans 
l'espace à quatre dimensions. Par chacune de ces courbes passent 
deux surfaces asymptotiques, l'une de la première, l'autre de la 
deuxième famille; nous allons voir que les quatre surfaces se con- 
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fondenl deux à deux, ainsi qu'il arrivait au n** 403 (équation 7) 
quand on négligeait e. 

Pour trouver, en effet, les équations de ces surfaces, il suffit de 

donner à Ar et à /i les valeurs o et — : il vient ainsi 

($1 — O^Qj — (Çî — i)'^it = ^^/âëîf. 

Telles sont les équations des surfaces asjmptotiques pour 
jjL = 1; on voit qu'on trouve seulement deux de ces surfaces, cor- 
respondant au double signe du second radical. 

Nous supposerons que la fonction £•]> qui s'annule pour co = o 
et b}= - est positive pour toutes les autres valeurs de w. 

Nous allons maintenant chercher à former les équations des 
surfaces asymptotiques pour les valeurs de [jl voisines de 1 . 

On a 

F = F,-t-(i-Hi)(Fo-F,); 

Fo et Fi sont des fonctions holomorphes des \ et des r, et, par 

, dr dtù 

conséquent, de ^7 ^> "7; ^^ 777 • 

Les équations de nos surfaces s'écriront 

CLfâi 

S étant une fonction de r et de co, satisfaisant à l'équation aux 

dérivées partielles 

F = const., 

,1, ^ . dr ^ diù dS ^ i dS 

ou 1 on a remplacé -7: et -y- par -r- et — -j-. 

*^ dt dt '^ dr r* dm 

Développons S suivant les puissances de i — ix 

S = So^(l— îx)Si-r-(l— fJL)«St-T- 

nous aurons, en première approximation, pour les équations de 
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nos surfaces asyraplotiqucs 

($i-OTr,i-+-(ïî~i.)r,,= ''-^ -^ (ï—l^)''-^' 

Nous avons déjà trouvé 

Il reste à déterminer S« ; pour cela nous avons l'équation 

dSp dSj j_ dSo rfSj _ p _ p 
cfr dv r* rfu> ^/lo * "* 

Dans le second membre -7: ^l -77 doivent être remplacés par 



= V^a- — ^v — i)*-* et par — ^ = - ~j— - • Ce second membre 



~di^ 

est donc une fonction connue de r et de co. 
L'équation devient 



rH/a« — (/ - 1)»^ =^V^^' =:/-«(Ft-Fo). 



Posons 



V — 



rîy/aî— (> — !)« 



On voit que r et y/a^ — (r — i)^ sont des fonctions périodiques 
de V et nous pouvons regarder S comme fonction de r et (o. 
Notre équation devient alors 

d^\ , / — r dSt . . _, _ 

Le second membre est une fonction connue de r et de co, pério- 
dique par rapport à r. 

Cette équation est ainsi tout à fait de même forme que l'équa- 
tion (2) du n" 403, r jouant le rôle de x et co celui de j'. 

Elle se traitera de la môme manière; on déterminera par les 
procédés du n** 403 les quatre fonctions 84.1, S,. 2, S,.3, S1.4 cor- 
respondant aux quatre surfaces asjmptotiques. 

Ou reconnaîtra comme au n° 403 que ces surfaces asympto- 
II. P. - III. 27 



tiques %e coupent et par conséquent qu'il exista des solutions 
bét/rroclines. 

Main cela n'est établi que pour les valeurs de a voisines de i; 
je ne sais pas si cela est encore vrai pour les petites valeurs de p.. 

Ij4: résultat est donc bien incomplet; j'espère cependant qu'on 
me pardonnera la longueur de cette digression, car la question 
que j'ai posée, plutôt que résolue, paraît se rattacher directement 
it la question de la stabilité, comme je l'ai montré au n^ 400. 
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